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Résumé

Si une particule se déplace dans ’espace intersidéral, sa variation
de vitesse est proportionelle, selon la seconde loi de Newton, aux forces
qui lui sont appliquées. En I’absence de celles-ci, sa variation de vitesse
est nulle et la particule va tout droit. Ce comportement caractérise
un espace plat. La plupart des systemes dont on aimerait connaitre et
prédire le comportement dans le but d’établir des modeles physiques ne
correspondent pas a ce cas trivial. L’espace est généralement courbe et
I’évaluation des variations de vitesse nécessite de généraliser la notion
de distance entre deux points. L’objet de ce mémoire est précisément
de donner corps a cette notion de courbure et de comprendre son in-
fluence sur les trajectoires du systeme étudié.

Afin de s’initier a ces concepts tout en restant concret, on s’intéresse
d’abord aux trajectoires d’une particule astreinte a se déplacer sur
une surface. A ce titre, nous ferons le parallele entre les équations du
mouvement et celles des géodésiques ou la courbure apparait clairement
sur le plan mathématique [1],[2]. Cependant, les systémes que nous
serons amenés a étudier n’évoluent pas forcément sur des surfaces de
R3 et il est nécessaire de généraliser la notion de trajectoire aux espaces
dits de configuration.

Il peut étre en effet plus judicieux d’étudier le mouvement d’un
systeme par rapport aux transformations qu’il subit, par exemple,
considérer le mouvement d’une toupie en terme de rotations [3]. Que
deviennent ces concepts de distance et de courbure dans ces espaces
plus complexes ? Nous verrons alors qu’il est possible d’introduire un
formalisme qui permet de déterminer les équations du mouvement uni-
quement en prenant en compte les informations intrinseques au groupe
des transformations [4].

Pourtant, la résolution de ces équations tres générales et non-linéaires
peut s’avérer ardue et nous préfererons alors développer une méthode
géométrique qui permet de tirer partie des questions de symétries
(ou d’invariance) inhérentes & l'action d’un groupe. Cependant, ces
méthodes peuvent connaitre des limites dans certains cas et nous ver-
rons qu’il faudra alors parfois changer de métrique en présence de po-
tentiel ou se réduire aux états d’équilibre dans le cas de systémes non-
intégrables.
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Introduction

Ce document rend compte de 5 mois de stages effectués a I’Ircam dans
I’équipe Acoustique Instrumentale sous la direction de Joel Bensoam. Le
travail mené a été d’ordre plutot théorique et a été constitué d’une longue
étude bibliographique, d’une part sur la géométrie différentielle (étude des
surfaces, notions de groupes, de connexions, d’espace fibré ...), et d’autre
part sur les manieres d’aborder de facon générale un probleme physique.
La lecture de la littérature mathématique a demandé un important travail
afin d’apprivoiser le formalisme et les notations utilisées. Ce rapport n’a pas
pour but de lister tous les domaines étudiés mais de fournir une approche
presque pédagogique des notions abordées afin de garder en téte le rapport
intime qu’elles entretiennent avec la physique et la démarche logique qui les
relient. Dans ce but, de nombreux exemples simples mais significatifs sont
présentés.

Architecture du document

La premiere partie introduit la généralisation des équations de Newton
a ’aide du principe de moindre action puis la caractérisation géométrique
qui en découle en prenant exemple sur les surfaces représentant les espaces
courbes associés. La seconde partie traite de la généralisation des notions
appréhendées dans le cadre des surfaces quand on travaille sur un groupe de
Lie. En prenant exemple sur le groupe des rotations SO(3), on se propose de
montrer qu’il est toujours possible d’écrire les équations du mouvement mais
que celles-ci étant compliquées, on préfere fournir une méthode géométrique
pour résoudre le probleme. La derniere partie s’intéresse aux cas ou cette
derniere nécessite d’étre adaptée ou complétée tel qu’en présence de potentiel
ou pour des systemes non-intégrables.
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1 La physique des espaces courbes, formalisme et
propriétés

Si une particule se déplace dans ’espace intersidéral, sa variation de vi-
tesse est proportionelle, selon la seconde loi de Newton, aux forces qui lui
sont appliquées. En 'absence de celles-ci, sa variation de vitesse est nulle
et la particule va tout droit. Ce comportement caractérise un espace plat.
Cependant, si I’on considere un solide, il devient contraignant d’appliquer
cette loi & chaque particule et I'on préfere utiliser des systémes de coor-
données généralisées tels que les angles d’Euler. La détermination des varia-
tions des vecteurs vitesses dans ces coordonnées est alors plus compliquée,
nécessitant d’introduire la dérivée dite “covariante”. L’espace des configu-
rations est alors courbe. Dans ce cas, Lagrange a montré une généralisation
de la seconde loi de Newton appelée principe de moindre action que nous
allons, dans un premier temps, introduire.

Afin de pouvoir évaluer le role de la courbure dans les trajectoires des
systemes étudiés, il va alors étre nécessaire d’employer le formalisme des
variétés différentielles, que nous présenterons dans le cas des surfaces. Ces
variétés a deux dimensions plongées dans un espace a trois dimensions nous
permettrons de définir une métrique qui mene aux équations des géodésiques
faisant apparaitre la courbure de maniere apparente tout en restant équivalentes
aux équations de Lagrange.

1.1 Généralisation des équations de Newton

La généralisation des équations de Newton aux espaces courbes dits Rie-
manniens a été introduite par Lagrange. Le mouvement d’un systeme est
globalement donné & l'aide de coordonées généralisées ¢',i = 1,...,n. Son
comportement peut étre alors décrit compléetement a ’aide du lagrangien
L(q',¢"), fonction des positions ¢, des vitesses ¢* et usuellement définit
comme 'énergie cinétique 7'(¢*, ¢*) moins I’énegie potentielle V (¢*) du systéme
avec
1
2
ot M(q) est la matrice d’inertie du systeéme et ¢’ la transposée de ¢.

Si on définit ’action comme la fonctionelle

T(q,4) = 54" M(q)d, (1.1.1)

b
A:/ L(q", ¢")dt, (1.1.2)

la trajectoire choisie par le systéme une fois mis en mouvement minimise
cette fonctionelle, c’est & dire qu’elle satisfait I’équation 0 A = 0. Cette condi-
tion constitue le principe dit “de moindre action”. Si on consideére toutes les



trajectoires dq virtuellement possibles pour le systeme, I’application de ce
principe et 'emploi d’une intégration par parties

SA = Z/ 7(5 +az Nt = Z/ o aaqi)aqou_o vV S,

(1.1.3)
menent aux équations du mouvement dites de Lagrange :
d oL OL
—— - — =0 Vi=1,..,n. 1.14
dt oG g ET e n (1.1.4)

Ces équations généralisent alors les équations de Newton pour n’im-
porte quel espace des configurations. Cependant, cette forme tres générale
ne donne pas d’informations sur la courbure de I'espace considéré. Afin de
pouvoir étudier plus précisément les trajectoires définies ci-dessus, il est
alors nécessaire de considérer I’espace des configurations comme un espace
mathématique appelé variété [5],[6].

Une variété de dimension n est un ensemble M de points que 1’on peut
décrire & 'aide d’'un systeme de coordonées (q',¢%,...,¢") afin de repérer de
fagon unique chaque point de M. Ici, dans le but de fournir des exemples
pédagogiques permettant de bien comprendre les notions sous-jacentes a ce
formalisme mathématique, nous nous limitons aux variétés a deux dimen-
sions plongées dans ’espace a trois dimensions : les surfaces.

1.2 Géométrie des surfaces

La courbure d’une surface est apparente et une particule la parcourant
subit des forces qui la contraigne a rester dessus. On comprend naturelle-
ment que plus la courbure est importante, plus les forces mises en jeux pour
maintenir la particule sont grandes, et, d’apres la seconde loi de Newton,
cela se traduit sur les variations de vitesse de la particule. Ecrire I’équation
du mouvement dans ce cas doit dont permettre de faire apparaitre la notion
de courbure. Dans ce but, il est nécessaire de définir une métrique permet-
tant de mesurer et comparer les distances dans ces espaces afin de trouver le
chemin qui minimise 'action (1.1.2). Cette métrique, ainsi que la courbure
qui, nous verrons, en découle, possede des propriétés qui seront utiles pour
les études a venir.

1.2.1 Métrique, géodésiques

Dans un espace plat, la distance entre deux points s’évalue directement.
Quand 'espace se courbe, il est nécessaire de définir une “unité de mesure”
de référence permettant de réaliser la méme démarche : la métrique [7]. Si



une surface est paramétrée tel qu'on peut repérer un point par le vecteur
q = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))), alors, d’apres les différentielles

ox ox
Oy dy

dy = 8udu + (%dv (1.2.2)
0z 0z

un petit élément de longueur sur la surface ds? = dz? + dy? + dz? devient

2 2
ds® = (Zq) du?® + 2 (gng) du.dv + (gq) dv?
u u Ov v

=  Edu® + 2Fdudv + Gdv>.

(1.2.4)

Les constanes E,F et G sont les éléments de la “premiere forme quadratique
fondamentale” et forment le tenseur métrique :

= < . g > (1.2.5)

Exemple : Tenseur métrique du plan Dans le plan paramétré par les
coordonnées cartésiennes q = (x,y), il vient directement £ = G = 1 et
F =0, donc :

ds® = dz* + dy?. (1.2.6)

AY N

X
XY

il
J’!H N

F1a. 1 — Le plan peut étre paramétré par les coordonnées cartésiennes (a)
ou polaires (b)

On peut par la méme occasion exhiber une premiere propriété de ce
tenseur : son équivalence pour les différents systémes de coordonnées utilisés.



Par exemple, si le plan est maintenant muni des coordonnées polaires
données par x = rcosf, y = rsinf, 'élément de longueur ds? (1.2.4) de-
vient :

ds? = dr? + r*dg>. (1.2.7)

On peut alors vérifier, en remarquant que dx = cosfdr — rsinfdf et dy =
sin @dr + rcosfdf et en remplagant dans ’équation métrique euclidienne
(1.2.6) que l'on retrouve I’équation métrique donnée par les coordonnées
polaires. Les propriétés tensorielles du tenseur métrique lui conférent donc
I'invariance par changement de coordonnées.

Du point de vue physique, lorsque les forces extérieures sont nulles, nous
avons vu que le Lagrangien du systeme se réduisait a 1’énergie cinétique.
L’action (1.1.2) mesure alors la distance sur la variété munie d’une métrique
ds? définie par I'énergie cinétique du systéme mise sous la forme

1/ds\? 1 .,
T=-(2) = ~id¢ 1.2.
2<dt> 5 d'd (1.2.8)

en utilisant la convention de sommation d’Einstein qui sous-entend la som-
mation sur toutes les valeurs d’un indice quand il est répété deux fois.

Comme nous sommes maintenant capables de définir I'action associée
a une particule parcourant une surface, il est possible de déterminer les
trajectoires tracées sur celle-ci. Pour cela, il faut injecter I’énergie cinétique
sous la forme (1.2.8) dans les équations de Lagrange (1.1.4). Les propriétés
de symétries du tenseur métrique et quelques notions de calcul tensoriel
permettent (voir annexe) de mettre I’équation sous la forme :

T . (1.2.9)
dtz "V dt dt
ou les
LM
Dy = 5 ik + Vi = Yigib) (1.2.10)

sont les symboles de Christoffel de seconde espece [8],[9]. Ce terme fait
apparaitre quantitativement la courbure de la surface dans ’équation des
trajectoires. Les solutions de ces équations équivalentes aux équations de
Lagrange sont communément appelées les géodésiques de la surface et nous
proposons ici deux exemples concrets de ces courbes.



T —

Fi1G. 2 — Parmi toutes les trajectoires ;, la géodésique du plan entre A et
B est la droite I'g

Exemple : Géodésiques du plan
D’apres 1’équation métrique euclidienne (1.2.6), le Lagrangien d’une par-
ticule parcourant un plan muni des coordonnées cartésiennes peut s’écrire :

1., 1

_+ ) .9
L=3a4a=5 (@ +77), (1.2.11)

et d’apres les équations de Lagrange (1.1.4), on obtient :

=0 z2=a x—x9=0t
(1.2.12)
=0 y=08 y—yo=pt

Les géodésiques du plan sont les droites passant par Py = (zo,yo) et de
vecteur directeur («, #). On vérifie bien que la ligne droite est le plus court
chemin pour rejoindre deux points dans le plan.

On aurait pu obtenir le méme résultat en calculant les éléments E.F et
G du tenseur métrique d’apres leur définition (1.2.4) afin d’écrire le tenseur

métrique
10

et, d’apres l'expression des symboles de Christoffel (1.2.10), trouver I‘f;j = 0.
En remplacant dans 1’équation des géodésiques (1.2.9), on retrouve bien
I’équation des droites (1.2.12).

Ceci permet de voir que dans le cas d’un espace plat, les coefficients de
Christoffel sont nuls. Observons ce qu’il advient de ces résultats quand la
surface est courbe en prenant exemple sur la sphere.



Fi1G. 3 — Parametrisation de la sphere en coordonnées sphériques

Exemple : Géodésiques de la sphére La sphere de rayon R peut étre
paramétrée par
r = RcosOcosp
q(0,¢9) = | y = Rsinfcos¢p |, (1.2.14)
z = Rsing

ce qui conduit au tenseur métrique
R2cos’¢p 0
= 1.2.1
Y ( 0 R2 ) ( 5)

et les coefficients de Christoffel associés ne sont plus nuls. Le Lagrangien
pour une particule libre de se déplacer sur la sphere est alors :

L = R%cos’¢6” + R*¢?, (1.2.16)
et les équations des géodésiques sont :

é—i—sinqﬁcosqﬁéQ =0

(1.2.17)
0 9 A
—(cos” ¢8) = 0.
- (cos? )
On remarque ici que 'emploi d’un systéme de coordonnées conduit a des
équations qui sont difficiles a résoudre. Dans cet exemple, une solution
géométrique peut étre déterminée si on admet qu’entre deux points il n’existe
qu’une géodésique.

Supposons que I'arc (C) ci-dessus est la géodésique cherchée. Son symétrique
(C’) par rapport au plan équatorial a la méme longueur et est encore tracé
sur la sphere (car celle-ci est globalement invariante par symétrie). L’arc
(C’) est donc lui aussi la géodésique, ce qui n’est pas possible (en dehors
du cas ou A et B sont antipodaux). (C) n’est donc pas une géodésique et



cette derniére ne peut étre que 'arc d’équateur (de grand cercle) qui relie A
a B. La sphere étant invariante par symétrie, il est possible de faire passer
par chaque couple de point un équateur (ou grand cercle) en construisant
I'intersection avec la surface d’un plan passant par le centre de celle-ci et les
deux points. Ces courbes sont les géodésiques de la sphere.

A ce stade de I'étude, nous avons pu mettre en lumiere, a 'aide de la
métrique et des équations des géodésiques, la relation entre les équations
du mouvement et la courbure de la surface. Nous cherchons maintenant a
évaluer cette derniere de fagon plus précise.

1.2.2 Courbure d’une surface

Dans ce but, il est nécessaire de définir en chaque point une normale
unitaire
A
y= Jundv (1.2.18)
lgu A au|

ou qy est la dérivée du vecteur q par rapport a la variable u.

F1G. 4 — Définition du vecteur normal.

On construit alors la seconde forme fondamentale

_(e f
II = ( I ) (1.2.19)
€ = _<qu|Vu>
[ = (v (1.2.20)
g = (Qlvw).

La seconde forme fondamentale permet de quantifier I’évolution de la
direction du vecteur normal quand on se déplace sur la surface. En diagona-
lisannt 11 par rapport a -y, on obtient deux réels k; et ko appelés “courbures



principales au point P” et ’on définit la courbure de Gauss comme le produit
de ces deux quantités

eg — f*
EF — G?
Cette opération de diagonalisation consiste physiquement a évaluer la cour-
bure dans toutes les directions de ’espace et les courbures principales , kq
et ko, sont alors les courbures extrémales de la surface [10].

Q= kiky = (1.2.21)

Q<1

€=1

F1G. 5 — Les trois classes de surfaces

Si la courbure est positive, les deux valeurs propres sont de méme signe
et la surface est situé d’un seul coté du plan tangent (ex : ellipsoide, sphere,
..). Si elle est négative, les courbures principales sont de signes opposés et la
surface est située de part et d’autre du plan tangent (ex : hyperboloide,...). Si
la courbure est nulle, alors au moins une des courbures principales est nulle.
Ces surfaces sont alors isométriques au plan, c’est a dire que I'on peut passer
du plan a celles-ci par une suite de transformations infinitésimales continues
sans déchirements ou recollements. Par exemple, on peut rouler une feuille
de papier en un cylindre. La courbure des deux surfaces est inchangée et
si on déplie le cylindre, les géodésiques qui étaient tracées sur la surface
correspondent & des droites sur le plan.

De plus, d’apres [11], la courbure d’une surface permet de prédire quali-
tativement la sensibilité des géodésiques aux conditions initiales. Si la cour-
bure est positive, des géodésiques proches auront tendance a osciller les une
autour des autres. Si par contre la courbure est négative, les géodésiques
auront tendance a diverger rapidement.

Afin de déterminer certaines propriétés de la courbure, le Théoréeme Egre-
gium de Gauss nous apprend que la courbure ne dépend que de la premiere
forme fondamentale. Nous avons vu que celle-ci ne dépendait pas du systeme



Fi1G. 6 — Le cylindre est isométrique au plan

de coordonnées employé, il en est donc de méme pour la courbure. On vérifie
a 'aide de cette propriété le caractere intrinseque, c’est a dire propre a la
surface, de la courbure.

La notion d’intrinseque engendre également 1’égalité de la courbure pour
deux surfaces reliées par des relations d’isométrie comme c’était le cas pour
le cylindre et le plan. Cette propriété va nous permettre de simplifier I’étude
de certaines surfaces en se ramenant, quand c’est possible, a des surfaces qui
possedent des propriétés de symétrie [12].

i
i

s
=

-
A

F1G. 7 — L’hélicoide (a) et le caténoide (b) sont deux surfaces reliées par des
relations d’isométrie

Prenons exemple sur le caténoide pouvant étre paramétré par le vecteur

q(u,v) = (cosh u cos v, coshusin v, u). (1.2.22)

10



Les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées s’écrivent

0
2 _ (sinhu cos v, sinh usinwv, 1)
ou
(1.2.23)
0q .
9 = (— cosh usin v, cosh u cos v, 0),
v

et, il est alors possible de déduire les différentes composantes du tenseur
métrique :

2
E = <8q> =1+ sinh? u = cosh? u
ou
0q dq
F = ———=0 1.2.24
Ou Ov ( )
a 2
G = <q> = cosh? w.
v
L’hélicoide droit d’équation
q(u,v) = (sinwvsinh u, cos v sinh u, v), (1.2.25)

est isométrique du caténoide. On peut vérifier que le tenseur métrique est le
méme que pour ce dernier. Ce résultat est également obtenu pour I’ensemble
des surfaces permettant de passer de ’hélicoide au caténoide et d’équations

T = cosacosvcoshu + sin asinvsinh u
= cosasinvcoshu — sina cosvsinhu (1.2.26)
Z = wucosa—+ vsina.

Ces surfaces possédant la méme premiere forme fondamentale, elles ont bien
méme courbure et les géodésiques seront équivalentes, a une isométrie pres.
L’étude des courbes sur une surface a priori compliquée peut donc étre ra-
menée, si c’est possible, a 1’étude de celles sur une surface proposant des
symétries de révolution, comme le caténoide, ou les trajectoires sont plus
simples a déterminer.

En effet, les surfaces dites de révolution telles que le caténoide ou la
sphere sont globalement invariantes par rotation. Elles peuvent étre pa-
ramétrées de facon générale par le vecteur :

q(0, ¢) = (I'(¢) cos 0, I'(¢) sin b, g()),

ou le parametre 6 est dit longitude et I' et g sont des fonctions de la latitude

¢ [13].
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Fi1G. 8 — Surface de révolution d’axe A et de génératrice I

Dans ce cas, les équations des géodésiques (1.2.9) se mettent sous la
forme :

d )
. FF/ - FIFII +glgll ‘9
¢ - Iz + g/2 T2 + g/2 = 0. (1'2'27)

La premiere équation nous informe de la conservation pour toute surface de
révolution de la quantité C' = I'26. La constante de Clairaut C correspond
physiquement & la conservation du moment cinétique axial Ilg résultant de
la symétrie de révolution inhérente a la surface. Nous mettons ici en relief
un premier exemple de conservation liée a la symétrie d’un probleme.

Jusqu’ici, nous avons généralisé les équations du mouvement & un es-
pace des configurations courbe. En introduisant la notion de métrique, nous
avons vu qu’il était possible de retrouver les trajectoires dans ces espaces et
qu’il était possible de définir des quantités générales caractéristiques de ces
derniers : la courbure et le tenseur métrique.

Que deviennent ces notions si I’espace considéré se complexifie ? Si par
exemple on considére le mouvement d’une toupie, il sera plus simple de
considérer les trajectoires directement en terme de rotations. Ces dernieres
sont des matrices appartenant au groupe des rotations dans I’espace a trois
dimensions SO(3). Dans ces espaces plus complexes ou ’évolution d’un
systeme est décrit en fonction des transformations qui lui sont appliquées,
il est nécessaire de redéfinir ce que représente la distance entre deux éléments
du groupe (deux rotations pour SO(3) par exemple) et de pouvoir caractériser
la courbure de celui-ci.
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2 Généralisation a des espaces plus complexes : les
groupes de Lie

Un groupe de Lie G est défini comme une variété réelle ou complexe
différentiable munie des opérations “multiplication” et “inversion” également
différentiables et admettant un élément neutre, chaque élément ayant un
symétrique [14]. Le mouvement d’un systéme est alors vu comme une tra-
jectoire sur le groupe en fonction du temps [4].

Afin d’aborder cette généralisation, nous présenterons tout d’abord la maniere
de décrire a I’aide du groupe SO(3) le mouvement d’un solide en rotation.

L’introduction de I'algébre du groupe permet alors de définir les vecteurs

vitesses en fonction des rotations et d’appliquer le principe de moindre

action. Une fois ce formalisme acquis, nous verrons qu’en généralisant les

opérations, il sera possible d’étendre la démarche & n’importe quel groupe

dont les éléments sont des matrices.

Cependant, la résolution des équations alors obtenues est ardue et nous
introduirons une méthode géométrique (d’abord pour SO(3), puis pour un
groupe quelconque) permettant de résoudre le probleme en tenant compte
des symétries du systeme et des lois de conservation associées.

2.1 Cinématique et équations du mouvement dans le groupe
des rotations SO(3)

Le groupe des rotations dans I’espace, SO(3), permet de décrire I’évolution
d’un systeme en rotation. La littérature sur les groupes de Lie permet de
définir les vitesses de rotation a la fois dans un repere fixe et dans un
repere mobile. Ces vitesses constituent ce que les mathématiciens appellent
I’algebre du groupe qui va permettre la comparaison des différentes trajec-
toires afin d’appliquer le principe de moindre action.

2.1.1 Mouvement d’un solide dans ’espace

Le mouvement d’un solide rigide en rotation dans R® peut étre observé
de deux points de vue, que I’on se considere comme observateur externe ou
sur le solide. On note B la configuration de référence, dont les points sont
repérés par le vecteur X = (X1, X2 X3) dans la base mobile (E1, Eo, E3).
Au cours du temps, le solide revét différentes configurations repérées depuis
un repere fixe par le vecteur x = (x!, 22, 23) dans la base (e, ez, e3). Ces
configurations different de la configuration d’origine par le biais d’une ro-
tation, il est donc possible de donner la position d’'un point du solide en

fonction du temps par x(t) = R(t)X, X repérant la position du point de
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référence. R(t) est une matrice de rotation appartenant au groupe spécial
orthogonal des rotations dans R3, SO(3), définit par :

SOB3)={R e GL(3,R) telque RR' =1 et detR=1}. (2.1.1)

R A

s\e3

&

/ﬁjl

Fi1a. 9 — Le mouvement d’un solide peut étre vu dans un repere fixe ou un
repére mobile [15]

Dans le repere fixe (ou spatial), la vitesse s’exprime par
ox(X,t)

ot
= Q.. (2.1.2)

v(x,t) =

On peut également définir la vitesse dite convective dans le repere du corps
par

0X(x,1)

ot
= Q.X. (2.1.3)

V(X,t) =

QS = RRT et QC = RTR sont les éléments de I’algebre de Lie sod et consti-
tuent des matrices antisymétriques de la forme :

R 0 —Ww3 w2
Q= w3 0 —W1 y (2.1.4)
—Ww?9 w1 0

pouvant étre identifiées & R? par

14



Ov=wAv Vv e R3,
(2.1.5)

w = (w1, wo,w3) € R,

Exemple : Sens physique de ’algébre de Lie pour SO(3)
Afin d’interpréter physiquement cette quantité, considérons une rotation
autour de 'axe ey de la forme :

1 0 0
R(t)=1| 0 cosf —sinf |. (2.1.6)
0 sinf cos@
On a alors
00 O
Q. = 00 —6 |,
06 0

(2.1.7)
we = (6,0,0).

On remarque que les éléments de l'algebre correspondent dans le cas de
SO(3) aux vecteurs de vitesse angulaire, I’axe instantané de rotation étant
bien ej.

2.1.2 Energie cinétique et principe de moindre action

Une fois l’algebre défini, I’énergie cinétique est donnée en fonction des
vecteurs de vitesse angulaire dans le repere mobile (voir annexe) par :

1
T = = / dmox’ %dV
2 Ja,
L 7
= Sw T, (2.1.8)
o Lo oo
avec I, = fQo dmoXTXdV = 0 I, 0 | lamatrice principale d’inertie
0 0 I3

et X la matrice antisymétrique associée au vecteur de référence X. A noter
qu’il sera toujours possible de définir le repere du corps tel que I. soit une
matrice diagonale.
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En considérant I'absence de forces extérieures et en vertu du principe de
moindre action, on sait que les trajectoires du systéme satisfont ’équation
) ff Tdt = 0. Afin d’appliquer ce principe, il faut considérer ’ensemble
des trajectoires virtuelles que peut choisir le systeme. Ces trajectoires in-
finitésimalement proches de la trajectoire réellement empruntée peuvent
s’écrire sous la forme

R.(t) = R(t) + e0R(2). (2.1.9)

L’algebre de Lie est défini dans I’espace tangent en I'identité au groupe et
a une trajectoire dans le groupe correspond une trajectoire dans 1’algebre.
La différence entre la courbe tracée dans ’algebre correspondant a R(t) et
celle correspondant & R.(t) s’exprime par dérivée de Lie

) Q. - O
0, = lim ——¢
e—0 £
. RTR.—-R"R
= lim ——
e—0 e
= RY6R+ORTR. (2.1.10)
Si 7 = RTOR est une trajectoire virtuelle sur I’algebre s’annulant aux

extrémités, 7(a) = 7(b) = 0, alors on peut écrire :

%A = RT6R + RTSR, (2.1.11)

et en remplacant dans (2.1.10), il vient

Qe = RTSR+6R"R

ar’
d . .
= ot RTRRTSR — RT6RRTR
d a o
= 2+ Qi) = Qe (2.1.12)
(2.1.13)

La différence Qcﬁ — 72 est différente de 0 car SO(3) n’est pas plat. On
définit alors le crochet de Lie

Q] = Qe — 7, (2.1.14)

comme 'opération permettant de traduire la courbure du groupe par la non-
comutativité des éléments de 'algebre associé. D’apres [16], le crochet de Lie
des matrices de 'algebre SO(3) correspond au produit vectoriel des vecteurs
associés et les variations du vecteur w. sont donc de la forme

dwe =1+ we A M. (2.1.15)
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L’application du principe de moindre action, dont les détails sont présentés
en annexe, en utilisant les variations de la forme (2.1.15) mene alors &
I’équation d’Euler vérifiée par la vitesse angulaire we,

— Lo+ Towe A we = 0. (2.1.16)

Ces équations, équivalentes aux équations de Lagrange (1.1.4), ont été
obtenu en utilisant les spécificités du groupe des rotations. L’extension au
cas d’un groupe de Lie quelconque, sous condition que ses éléments soient des
matrices (ce qui est toujours le cas d’apres [17]) va nécessiter des développements
calculatoires plus compliqués mais permettra au bout du compte de faire un
pas de plus afin de pouvoir déterminer les trajectoires d’un systeme, peu
importe la forme de 'espace des transformations qui lui est associé. On
peut, par exemple, penser au groupe des difféomorphismes utilisé par Ar-
nold [17] pour décrire I'hydrodynamique des fluides parfaits. Il a en effet
montré que, de la méme fagon qu’il est possible de décrire le mouvement de
rotation & I’aide du groupe SO(3), la distribution des particules d’un fluide
incompressible contenu dans un volume constant peut étre décrit par un
groupe de fonctions dont ’algebre associé permet d’obtenir les équations du
mouvement.

2.2 Généralisation a un groupe quelconque

Afin de pouvoir définir les relations entre le groupe et son algebre dans
le cas général, il est nécessaire de définir diverses opérations que ’on qualifie
d’actions.

L’automorphisme dit ADjoint d’un élément g sur un autre élément h du
groupe est défini, [16], par

AD GxG—G: ADyh:=ghg'. (2.2.1)
Cette application peut étre différenciée et ramenée en I'identité h=e afin de
considérer 'action d’un élément du groupe sur un élément €2 de l'algebre de
Lie
Ad Gxg—yg: Ade = gQg L. (2.2.2)
On peut finalement définir 'action adjointe d’un élément de ’algebre sur un
autre élément de I'algebre par
ad gxg—g: adQIQQ = [Q1, Q). (2.2.3)

Dans le cas général, le crochet de Lie correspond donc a I’opération adjointe.
Les variations d’'un élément de ’algebre (2.1.15) peuvent donc se mettre sous
la forme générale

dwe = 1N+ ady,,m, (2.2.4)
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et le principe de moindre action s’écrit alors

Ozé/abL(wc)dt _ /b<aL Vi

:5/ o)t

- [ ﬁ>+<§f | ad )t

(&

d OL oL
= 4 d dt.(2.2.5
[ a2 s (O atma. (2:25)
La derniere ligne s’obtient a 1’aide d’une intégration par parties en se rap-
pelant que 7 s’annule aux extrémités.

Afin de mener a bien le principe de moindre action, il est nécessaire d’in-
troduire l’espace dual (correspondant physiquement a l’espace des moments
IT) grace a lopération dite co-adjointe définie a 1'aide du produit scalaire
matriciel (A|B) = tr(A” B) par (adf, II|n) = (II|Adw,.n). L’intégrale (2.2.5)
peut alors se mettre sous la forme

b
. oL d dL
/a <adwcr‘dc - aawc ’ n)dt = 0, (226)

ce qui conduit a I’équation du mouvement générale dite d’Euler-Poincaré

4 oL = ad}, oL . (2.2.7)
dt Owe c Owe
Cette équation est a un groupe quelconque ce que (2.1.16) est a SO(3)
et permet donc de prédire de fagon générale I’évolution d’un systeme en
fonction des éléments du groupe qui agit. Cependant, sa résolution est ar-
due et nous nous proposons de trouver les solutions du probleme par une
méthode géométrique exploitant au maximum les symétries inhérentes a 1’ac-
tion d’un groupe en construisant des surfaces liées aux invariants. A nouveau,
nous proposons les solutions dans le cadre du solide rigide en rotation avant
d’étendre la méthode au cas général.

2.3 Résolution géométrique

Afin d’exhiber la conservation d’une quantité au cours du mouvement,
nous nous rappelons la conservation du moment axial qui découlait de I’in-
variance par rotation d’une surface de révolution et essayons de retrouver
quelque chose d’analogue. Il faut pour cela passer dans l’espace dual des
moments. Pour cela on introduit le moment dans le repere du corps par la
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relation IT, = (IIy, Iy, II3) = I .we. L’énergie cinétique s’exprime alors sous
la forme

T = %HCTIngC, (2.3.1)
et équation de Lagrange dans le cadre du groupe SO(3) (2.1.16) devient
1. = I, A T, (2.3.2)
ou encore
I, = aillIl,
I, = aoll3ll (2.3.3)
Iy = a3y,
e L1 L1 L—1I
ay = 2[2[3 2 as = 31_11_3 L ay = 11112 2 (2.3.4)

On peut d’ailleurs directement exhiber une solution triviale du probleme
pour I} = Iy = I3. D’apres les équations (2.3.3), pour les solides vérifiant
cette condition, Il., et donc we, sont constants au cours du mouvement. Le
solide est alors en rotation a vitesse angulaire constante autour d’un axe fixe.

D’apres [15], les moments dans les repéres fixes et mobiles sont reliés par
la relation
IIs = RII,, (2.3.5)

et, en remplacant dans I’équation précédente on retrouve la conservation du
moment dans le repere fixe

d

—TIs = 0. 2.3.6
g (2.3.6)

2.3.1 L’orbite co-adjointe

L’orbite co-adjointe est la surface décrite au cours du mouvement par le
vecteur Il.. D’apres Iéquation de conservation (2.3.6) et la relation entre
les moments dans les reperes fixes et mobiles (2.3.5), on peut écrire

I1, = cste = II. = R cste. (2.3.7)

La conservation du moment dans le repere fixe conduit alors le vecteur
II. a décrire une sphere d’équation

T2 + 113 + 13 = 112, (2.3.8)
ot Iy est la norme du moment initial tel qu’a t = 0,||TI||? = ||TL||* =

I12.
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2.3.2 Ellipsoide d’énergie

En considérant toujours que le Lagrangien est égal a I’énergie cinétique,
il peut, d’apres 'expression de T en fonction du moment (2.3.1), se mettre
sous la forme :

mo,omoom

2F0I7  2Egls  2Eyl;
correspondant, si Iy > Iy > I3, a I’équation d’une ellipsoide de demi grand
axe 2FEgl;, de demi axe moyen /2Fgls, et de demi petit axe /2Fyl3.

Cette surface est déterminée uniquement par le solide rigide étudié (via sa
matrice d’inertie) et son énergie cinétique initiale.

1, (2.3.9)

2.3.3 Solutions du probléeme

Nous cherchons maintenant a connaitre les solutions du probleme selon le
solide considéré, en dehors du cas trivial déja traité. Pour cela, revenons aux
deux surfaces construites précédémment : I’ellipsoide d’énergie et la sphere
correspondant a la conservation du moment angulaire mesuré dans le repere
fixe. La solution du probleme devant satisfaire les deux lois de conservations,
elle peut étre vue comme la trajectoire intersection des deux surfaces définies
ci-dessus. Elle est obtenue en injectant la troisieme composante du moment
de I’équation de lellipsoide dans ’équation de la sphere. C’est une ellipse
de demi-axes

I (T12 — 2E, I I,(T12 — 2E, I
a:\/ 11l = 2Ep1s) b:\/2( 0~ 2Eoly) (2.3.10)

L — I3 Iy — I3
CasI{1 =1, > 13

I, (I2—2E I3)

Ici, I'intersection devient un cercle de rayon p = T a lalti-
tude II3 = constante pouvant étre paramétré par le vecteur :
II; = pcosAt
Iy, = psinAt (2.3.11)
I3(2Eo I, — T13)
I3 = )
L —1I

ou la vitesse A = aqll3 est obtenue grace a ’équation d’Euler sous la forme
(2.3.3). En dérivant la paramétrisation (2.3.11), on trouve que le mouvement
est soumis aux équations

I + M\l = 0
(2.3.12)
I, — MI; = 0,
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qui, en fonctions des conditions initiales, possedent les solutions

II; = TI;(0)cos At — II9(0) sin At
(2.3.13)
I, = Iy (0) cos At + Hl(O) sin At.

Dans ce cas, le corps tourne dans le repere du corps a la vitesse angulaire A
autour de ’axe de symétrie du solide.

CasI; > 1y > I3

D’apres [15], Uellipse d’équation (2.3.10) peut étre paramétrée a l'aide
des fonctions elliptiques (définies en annexe) par le vecteur

II; = —acn(ut)
Iy = bsn(ut) (2.3.14)
I3 = ddn(ut).

I3(2Eo [, — 113)

Atz&ﬂﬂ@:—ﬂjbm%:QHﬂm:5:\ﬂ%—aL:¢ o
1 — 43

On utilise & nouveau ’équation d’Euler (2.3.3) afin de déterminer la vitesse
angulaire de rotation

(2Eol; — T3) (I — I3)
= . 2.3.15

La figure ci-dessous représente les trajectoires (pour différentes conditions
initiales) du systéeme sur la sphere décrite par Il., on remarque qu’elles
forment des orbites périodiques dont on analysera la stabilité dans la partie
suivante.

Nous avons ici exhibé une méthode géométrique prenant en compte les
invariances associées aux symétries du systeme afin de trouver les solutions
du probleme sans avoir a résoudre les équations du mouvement. Pour cela,
nous avons eu recours a l'orbite co-adjointe qui découlait de la conservation
du moment dans le repere fixe. On peut donc se demander si il est possible
de déterminer la conservation d’une quantité dans le cadre de n’importe
quel groupe. La solution a cette question est fournie en ayant recours au for-
malisme d’Hamilton qui permettra d’introduire la fonction moment, définie
comme constante le long des trajectoires d’un systeme.
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Fi1a. 10 — Trajectoires sur la sphere des Il. engendrées par l'intersection
avec Dellispoide d’énergie[15]

2.4 Généralisation du lien entre invariance et conservation :
fonction moment

La fonction moment permet de traduire le théoreme de Noether faisant
correspondre a une symétrie d’un systeme la conservation d’une quantité,
par exemple : 'invariance par translation dans le temps entraine la conser-
vation de I’énergie totale, I'invariance par translation dans une direction de
I’espace entraine la conservation de la quantité de mouvement dans cette
direction, 'invariance par rotation entraine la conservation du moment an-
gulaire.

Afin de définir la fonction moment, il est nécessaire d’introduire le for-
malisme Hamiltonien a ’aide du moment conjugué

oL

permettant d’introduire I'Hamiltonien H (g, p;,t), correspondant & 1’énergie
totale du systeme, tel que

n
H(q',pit) =Y pjd’ — L(¢', ¢, ). (2.4.2)
j=1
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Les équations du mouvement dites d’Hamilton sont alors :

dqt _ OH
dt op;’
(2.4.3)
Clpi - OH
dat  dg

On notera que dans le cas d’un systéme conservatif (sans pertes), I’énergie
totale du systeme est conservée au cours du temps, et I’hamiltonien est donc
constant le long de toutes les trajectoires du systeme.

Si ’hamiltonien H(q, p) est invariant par ’action d’un groupe G, alors :

H(q,p) = H(q(s),p(s)), avec q(s)=g(s)a, p(s)=g(s)p, (2.4.4)

ol g(s) est un élément d’un sous-groupe a un parametre de G, par exemple
g(s) = exp(s€) ou £ est un élément de l'algebre de g. H étant conservé au
cours du mouvement, il vient

SSH@().p(5)) = 5LH@(s). p(s) 1-a(s) + 5 H(a(s),pl5) S pl5) = .

(2.4.5)
Pour s =0, q(s) = q et p(s) = p et d’apres (2.4.3) on peut alors écrire

d d
—Pls=0a(s) +a—_-|s=op(s) = 0, (2.4.6)

ou encore ¢ ¢
0J oJ d
g+ =—p=—J"=0 2.4.7

apres avoir posé

. d d
e = —ls=0P(s) = ——|s=0g(s)p = —¢p
(2.4.8)
9.J¢ d d
871) = _$|S:OQ(3) = _£|S:09<S)q = ¢a.
Dans le cas ot le parametre s est le temps, 1’équation (2.4.7) devient
d
e _g 2.4.9
- (2.4.9)

et la fonction moment J est conservée au cours du mouvement. On peut la
définir formellement par la relation :

J4(a,p) = (J(a,p)[§) Véeyg. (2.4.10)

Cette fonction permet donc de déterminer, pour tout groupe G, la quantité
conservée au cours du temps. On se propose maintenant de vérifier qu’on
retrouve bien la conservation du moment dans le repere fixe dans le cas du
groupe SO(3).
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Exemple : Fonction moment dans le cas d’une rotation SO3
Si on applique une rotation d’un angle 6 d’axe eg a la particule étudié,
sa position est alors : q(6,t) = R(t)q(t). L’invariance de I’'Hamiltonien se

traduit par I’équation
dH

do
La démarche décrite précédemment mene a réécrire (2.4.8) dans le cas d’une
invariance par rotation sous la forme

0. (2.4.11)

0 -1 0
¢
%i: 1 0 0 |Jq = &Nqg
p 0 0 0
(2.4.12)
0 -1 0
¢
%i: 1 0 0 |p = AP
q 0 0 0
J¢E

Sachant que dériver par un vecteur introduit la notion de gradient B
q
Vqﬁ , 0N a
aJ¢ » aJ¢ ’ aJ¢
5 =Db2 5 ST -=-DP1 ;5 S =
oq 092 dq3

On vérifie ici que dans le cas d’une invariance par rotation, la quantité
conservée est bien le moment.

0. (2.4.13)

En se proposant de généraliser I’étude des surfaces au cas des groupes, ce
chapitre a permis d’introduire un formalisme permettant de décrire I’évolution
d’un systéeme physique en fonction des transformations engendrées par ’ac-
tion d’un groupe. Nous avons alors montré que l'on pouvait accéder, grace
a cette description, a des équations du mouvement dans des espaces de plus
en plus complexes. C’est alors que les questions de symétries ont été appro-
fondies et qu'une méthode géométrique a permis la résolution du probleme
de rotation du corps rigide a ’aide de 'intersection de I’ellipsoide associée
a la conservation de I’énergie cinétique avec la sphere correspondant a la
conservation du moment.

Cependant, certains cas vont nécessiter d’adapter la méthode ou de trou-
ver un autre moyen de résolution. Ce troisieme chapitre se propose d’étudier
ces situations.
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3 Limites de la méthode

Deux limites ont été rencontrées lorsque nous avons essayé d’appliquer le
formalisme des groupes de Lie et les méthodes géométriques qui en découlaient
a d’autres systemes que le solide rigide en rotation. Premierement, la construc-
tion de lellipsoide d’énergie nécessite que le Lagrangien puisse se mettre sous
la forme quadratique, caractéristique d’un systéme Riemannien. Or, si un
potentiel est introduit, nous voyons que cette condition n’est plus directe-
ment vérifiée et il va étre nécessaire de changer la métrique afin de pouvoir
a nouveau considérer une énergie sous forme quadratique dans un espace
maintenant pseudo-Riemannien. Le cas du pendule plan, élémentaire mais
significatif, permettra d’appliquer la résolution géométrique dans ’espace
muni de cette nouvelle métrique.

Les méthodes décrites précédemment vont également étre limitées si le
systeme n’est pas intégrable, autrement dit si il y a moins de quantités
conservées que le systeme ne possede de degrés de liberté. Dans ce cas, pour
connaitre et prédire le comportement du systeme, il va falloir s’intéresser
aux états d’équilibre, ou point fixes, du systeme et ’étude de la stabilité de
ces états permettra d’approcher le comportement du systeme. Nous verrons
finalement qu’une définition géométrique des modes non-linéaires peut étre
introduite et permettra de caractériser les systemes complexes sujets a des
vibrations de grande amplitude.

3.1 De la forme quadratique du Lagrangien

€

Fi1c. 11 — Pendule plan

En présence d’énergie potentielle il n’est plus possible d’exprimer le
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Lagrangien directement sous forme quadratique et ainsi de construire ’el-
lipsoide d’énergie. Il est alors nécessaire de changer de métrique et de faire
appel au principe de “Maupertuis-Lagrange-Jacobi” [18] : tout mouvement
dans un potentiel V(q) inférieur a 1’énergie totale h est un mouvement
géodésique de la métrique de Jacobi v, = 2(h — V(q))vi; ou 7i; est la
métrique initiale. Dans cette nouvelle métrique, le Lagrangien est a nou-
veau égal a I’énergie cinétique (l'opérateur d’inertie dépendant maintenant
du potentiel) et la méthode géométrique décrite précédemment peut étre
appliquée, a quelques détails pres.

Exemple 7 : Pendule plan
Pour illustrer cette situation, considérons ’exemple du pendule ot I’énergie
potentielle s’écrit

V = mgx.e,
= (mgX|T), (3.1.1)

ou I = RTe, est le mouvement de la direction verticale vue depuis le repere
du corps. Le Lagrangien du systeme s’écrit alors

1
L= 5wcTIch — (mgX|T), (3.1.2)

et, il est possible de réécrire le principe de moindre action en présence
d’énergie potentielle afin d’obtenir I’équation du mouvement

—Twe+ Tewe ANwe +mgl' A X = 0. (3.1.3)

Dans la métrique initiale, ’'Hamiltonien est donné par

1
Hy(I1,) = 5HCTI;ch + V(X), (3.1.4)
et dans le cas du pendule la matrice d’inertie principale s’écrit
mi> 0 0
I.=mXTX = 0 mi®2 0 |. (3.1.5)
0 0 0

Dans la métrique de Jacobi, 'opérateur d’inertie vaut maintenant I, =
(h — V(X))I. et on a alors

1
H,(IL,) = 5HCT I7I.. (3.1.6)
1
L’hamiltonien étant conservé le long des trajectoires, Hy = h et “ i, =
h —V(X) et on remarque alors que :
h —V(X)

Hy,(ILe) = h—V(X)

=1=L,. (3.1.7)
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Il vient alors le lagrangien lié a la métrique de Jacobi

1
Lh = *chhﬂc

2
1,02 O3
= a2ty

= 1,

(3.1.8)

1
avec (12 = m et b2 = m et ﬂc les vecteurs de vitesse angu-

laire dans la métrique de Jacobi, vérifiant la relation
we = [h — V(X)]€2e. (3.1.9)

En présence de potentiel, ’ellipsoide d’energie devient donc un cylindre de

rayon p = /2/(h — V)mli? dépendant au cours du mouvement du potentiel.

Afin d’obtenir la solution géométrique du probleme, il faut trouver la
surface sur laquelle vit le moment d’inertie Il. = I, tel que

1 Q1
M= | m | =h-VX)m®| Q |. (3.1.10)
3 0

La surface cherchée est donc un cercle dans le plan IIs = 0. En utilisant
la relation entre les vitesses et les moments angulaires dans ’expression du
lagrangien lié & la métrique de Jacobi (3.1.8), on trouve que le rayon de ce
cercle est

pr = /2(h — V(X))mi2. (3.1.11)

La rotation R ayant pour axe de rotation le vecteur ej, la seule solution
pour que la relation entre les moments dans les reperes fixe et mobile (2.3.5)
soit vérifiée est que les deux moments aient une direction fixe dirigée selon
I’axe de rotation. On a donc

MMy =TI, = ae; avec a=[h—V(X)|mi*Qy, (3.1.12)

et la composante {25 doit étre nulle. D’apres 'expression du lagrangien lié a
la métrique de Jacobi (3.1.8), I'intersection est donc le point de coordonnées

2
O = ;o Qe =0Q3=0 3.1.13
et, d’apres la relation entre les vitesses angulaires dans les deux reperes
(3.1.9), il vient

dw 2[h — V(X)]

_aw _ 2= VIR 1.14
RERT: miz (3.1.14)
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ce qui permet d’établir ’équation différentielle

l do

dt = .
2 /1
gV?2 \/20‘)8 + cos O — cos By

(3.1.15)

0
A Taide du changement de variable sinu = sin ¢/ sin(;o) on obtient le

portrait de phase présenté ci-dessous et décrit par 1’équation

. do g\/l 9
0= i \/5\/; 590 + cos O — cos by. (3.1.16)

'l -3 2 -1 0 1 g a n'e

FIG. 12 - Portrait de phase 6(#) pour différents niveaux d’énergie

Ce portrait de phase est bien connu des études classiques sur le pendule
et représente les trajectoires pour différents niveaux d’énergie h. On remar-
quera que l'on a pas eu besoin de procéder a la restriction au cas des petits
angles comme c’est usuel avec les méthodes classiques. Les positions pour
lesquelles la vitesse est nulle sont les points d’équilibres sur lesquels nous
reviendrons pour décrire les systeémes non intégrables.



Avant cela, nous devons évoquer une premiere perspective de travail qui
permettrait de généraliser la mise sous forme quadratique du Lagrangien,
bien que cette méthode soit a I’heure actuelle trop complexe : la construc-
tion de Kaluza-Klein [16]. Cette construction a été mise en place pour unifier
I’electromagnétisme et la gravitation et peut également étre appliquée & des
systemes gyroscopiques tels que la toupie. En ajoutant une quatrieme di-
mension, il est possible de définir un Lagrangien sous forme quadratique
exprimé a partir d’une énergie cinétique qui définit la métrique de Kaluza-
Klein sur I'espace tangent.

Il semble que cette construction puisse étre généralisée a tout systeme
et permettrait de toujours considérer un Lagrangien sous forme quadratique
et alors construire une surface traduisant la conservation de 1’énergie.

3.2 Systemes non intégrables : Etude de stabilité et Modes
Non-linéaires

La seconde limite a la détermination des trajectoires d’un systeme en
utilisant les surfaces liées aux quantités conservées intervient si le systéme
considéré n’est pas intégrable, c’est a dire s’il y a moins de quantités conservées
au cours du mouvement que le systéme ne possede de DDL. Sachant que les
systemes non-linéaires correspondent a ce cas de figure, il nous faut trou-
ver une autre fagon de prédire ou d’approcher le comportement du systeme
dans ces cas la. Pour cela, on restreint ’étude du comportement aux points
fixes du systéme en prévoyant I’évolution au cours du temps en terme de
stabilité ou d’instabilité du point fixe. Ici, apres avoir présenté une méthode
générale, nous appliquerons cette démarche au cas du solide rigide en rota-
tion, ce qui nous permettra de conclure I’étude de ce cas. Nous proposerons
également un exemple de bifurcation non-linéaire pour terminer ensuite sur
un moyen de déterminer les modes non-linéaires d’un systeme en revenant
aux concepts de géodésiques de la métrique de Jacobi [19].

3.2.1 Meéthode générale pour 1’étude de la stabilité

Partons du postulat qu’il sera toujours possible de décrire I’évolution du
systeme sous la forme :

i = F(u), (3.2.1)

ouu=(q",...,q", p1,...,pn) en général et F est la “fonction d’évolution”. Au
cours du temps, I’état du systeme décrit une trajectoire u(t) dans 'espace
des phases P, cette trajectoire est unique & une condition initiale uy = u(0)
pres. Un état d’équilibre (ou point fixe) ue est alors définit tel que F'(ue) = 0.
Si une trajectoire commence a la position ue, alors elle reste a cette position
quand ¢ > 0.
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Une fois les points fixes déterminés, I’étude de leur stabilité permet d’ob-
tenir de précieuses informations sur le comportement du systéme. De fagon
concrete, on peut dire qu’un systeme est stable en un point d’équilibre si des
petites perturbations n’entrainent pas de grands bouleversement du systeme.
Bien que les trajectoires puissent rester tres complexes, la stabilité promet
juste de rester proche de I’état d’équilibre. Supposons que le systéme possede
un point fixe u = u,, on cherche a linéariser autour de cette position. Pour
cela on pose y = u — ue et on peut alors écrire

7Y = F(u) — F(ue). (3.2.2)
or OF OF
F(u) = F(ue) + E(ue)du = F(ue) + a—u(ue)y, (3.2.3)
et ’équation linéarisé est alors
. OF B
y = 8—u(ue)y = L(ue)y, (3.2.4)

ou le terme & droite L est la matrice jacobienne de F' obtenue par la dérivée
de Lie dans la direction y

L(ue) = lim Flutey) - F(u)

e—0 €

(3.2.5)

prise au point ue. La solution de I’équation linéarisée (3.2.4) peut se mettre
sous la forme y(t) = expst ou s; sont les valeurs propres de L. Ceci permet
de déterminer la stabilité du systéme. En effet, si les valeurs propres sont
toutes imaginaires pures ou si leurs parties réelles sont négatives, le systeme
est stable (convergence de l’exponentielle). Si par contre, une des valeurs
propres possede une partie réelle positive, alors ’état d’équilibre considéré
est instable et les perturbations ont tendance a grandir au cours du mouve-
ment (divergence de I’exponentielle).

Application au mouvement eulérien de rotation

La méthode décrite précédemment peut étre appliquée au probleme de
rotation du corps rigide. Pour déterminer la condition d’équilibre, repartons
de I’équations d’Euler-Lagrange (2.3.2) sous la forme

1. = I, A we = F(IL,). (3.2.6)

La condtion d’équilibre est alors satisfaite si les vecteurs Il et w. sont
paralleles. Sans perte de généralité, fixons ces vecteurs selon 'axe e1. Apres
normalisation, le moment angulaire a ’équilibre correspond au vecteur Ile =
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(1,0,0). En posant y = Il — I, on peut écrire

F(II. +ey) = (Il + €y) A [I_l(HC + ey)]
= F(IIe) 4+ e (y A (I M) + T A (I 1y)) +0(€2).  (3.2.7)

oF
( oI, ly)
On obtient finalement
) OF
o= G 1Y)
0 0 0
Is— 1
0 0
= LI y (3.2.8)
L -1 0
L1,
et les valeurs propres sont :
1
V(I - L)(Is - L) (3.2.9)

by =f—
LVT2ls

Trois états d’équlibres peuvent étre alors étudiés :
— Rotation selon le plus grand axe : I} > Io, I} > I3, les deux valeurs
propres sont imaginaires pures, cet équilibre est donc stable.
— Rotation selon le plus petit axe : I} < Iy, I} < I3, les deux valeurs
propres sont imaginaires pures, cet équilibre est donc stable.
— Rotation selon ’axe moyen : I1 > Is, I; < I3, les deux valeurs propres
sont réelles et de signe opposées, cet état d’équilibre est alors instable.

On notera qu’ici la stabilité considérée est dite spectrale. Il a été montré
que dans certains cas qui ne nous concernent pas ici, ce critere de stabilité
n’était pas suffisant [15]. Des méthodes plus générales nécessitant d’intro-
duire les fonctions de Casimir permettent de palier a ce probleme mais le
temps nous a manqué pour les comprendre et les mettre en place dans les
exemples étudiés au cours du stage.

3.2.2 Le pendule tournant : instabilités et bifurcation

Notre démarche consistant a élargir notre point de vue aux systémes non-
linéaires nous a conduit a rencontrer les phénomenes de “bifurcation”[20].
Ce terme est employé quand la modification d’un parametre de controle du
systeme entraine une évolution du nombre d’états d’équilibre et du caractere
stable ou non de ceux-ci. Pour comprendre ces phénomenes a 1’aide des
méthodes précédemment employées, nous décidons d’exhiber un exemple
simple.
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FiG. 13 — Pendule plan mis en rotation autour de l'axe eg

Ici, le pendule étudié précédemment est maintenant mis en mouvement
autour de 'axe eg a une vitesse V. La position de la bille s’écrit x(t) =
R(a, 0)X(t) ou R(c, ) est la composée d’une rotation R;(f) autour de ey
et d’une rotation Ra(«v) autour de eg tel que & = ¥ :

cosa —sinacosf  sinasinf
R(a,0) = Re(a)R1(0) = | sina  cosacosf —cosasinf |. (3.2.10)
0 sin 0 cos 0

Cette description du systéme nous permet d’accéder aux équation du
mouvement et de procéder a I’étude de stabilité. Les développements sont
disponibles en annexe et ils conduisent a des résultats intéressants par rap-
port aux quatres positions d’équilibre :
— En 6, = 0, les valeurs propres sont régies par I'équation \? = W2 — 02,
Si U < W2 les deux valeurs propres sont imaginaires et 1’équilibre est
stable. Quand ¥ > W2, une des valeurs propres est réelle positive et
I’équilibre est donc instable.

~ En 6, = 7, les valeurs propres sont régies par I'équation \? = U2 — ¥2
et une des deux est toujours réelle positive. Cet équilibre est toujours
instable, ce qui semble logique car si on lache la bille en haut, elle aura

toujours tendance a retomber.
g

— Aux deux angles vérifiant cos 0, = Tk I’équation aux valeurs propres
\114
est \? = \112(\1761 — 1) et sur son domaine de définition, ¥ > W, ces
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équilibres sont toujours stables.

Le comportement du systeme peut donc se résumer de la fagon suivante.
Pour ¥ < ¥, il existe deux états d’équilibre dont un stable. Quand la vitesse
de rotation dépasse V., deux nouveaux états d’équilibre stable apparaissent
et I’équilibre 0, = 0 devient instable. Le phénomene se produisant & ¥ = ¥,
est une bifurcation.

Afin de conclure sur les moyens d’approcher le comportement des systéemes
non-linéaires, une définition géométrique des modes non-linéaire est présentée.

3.2.3 Modes Non-Linéaires

Physiquement, les modes non-linéaires sont en général introduits quand
I’amplitude des vibrations d’un systéeme devient grande. La description de
I’état vibratoire a ’aide de la décomposition en somme de modes linéaires
n’est alors plus possible. Pourtant, des variations périodiques des coor-
données sont toujours observables [21],[22]. Ce concept de modes non-linéaire
est de plus en plus utilisé pour modéliser des structures complexes car 1’es-
timation sur un seul mode non-linéaire est bien plus performante que sur un
grand nombre de modes linéaires [23],[20].

Dans [24] et [25] , Zhang introduit une définition géométrique de ces
modes que nous sommes maintenant a méme de comprendre. Pour cela, il
part de la constatation que si le mode non-linéaire est une trajectoire du
systeme, alors il correspond a une géodésique. Il faut alors trouver a laquelle
de ces trajectoires correspond un mode. Leurs caracteres périodiques en-
tralnent qu’elles doivent étre fermées et le fait que tous les points atteignent
un extremum ot la vitesse (et donc ’énergie cinétique) est nulle définit une
sous-variété correspondant a V' (q1, g2, ..., ¢n) = h qui constitue une borne de
la trajectoire. Un mode non-linéaire associé a des conditions initiales est donc
la géodésique fermée entre 'origine et la sous-variété définit précédemment
de ’espace des configuration munie de la métrique de Jacobi

Vij = 2(h = V(21,22, ..., Tn)) ij- (3.2.11)

Nous disposons donc des outils nous permettant de trouver ces trajec-
toires. Cependant, dans les deux articles cités précédemment, les trajectoires
sont déterminées par des approximations a l'aide de suite de polynomes.
Nous pensons qu'’il est possible de mener plus loin et de mieux exploiter la
démarche géométrique découlant de la définition des modes afin de résoudre
compléetement ce probléeme. Pour commencer, il serait nécessaire d’appliquer
notre point de vue a un systéeme masse-ressort non-linéaire afin d’évaluer si
il est possible de définir des surfaces permettant d’accéder aux solutions du
probleme, mais le temps n’a pas été suffisant pour mener a bien ce projet.
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Cette troisieme partie a permis de présenter les situations ou les ou-

tils développés au cours des deux premiers chapitres devaient étre adaptés.
Nous avons alors montré qu’il était possible de traiter les systemes régis
par un potentiel en changeant la métrique afin de pouvoir redéfinir une sur-
face traduisant la conservation de ’énergie. Pour résoudre les problemes des
systemes non intégrables, un autre point de vue a du étre mis en place en
construisant une méthode générale qu’on a pu appliquer avec succes a deux
exemples.
La conclusion sur les modes non-linéaires a permis de montrer le rapport
entre la géométrie des espaces courbes et les modes non-linéaires, et pour-
suivre dans cette voie en restant le plus géométrique possible semble étre
une perspective intéressante pour la poursuite de la généralisation de I’étude
des trajectoires aux systemes non-linéaires.
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Conclusion

Dans le but de pouvoir prédire les trajectoires d’un systeme physique
en vue de modéliser son comportement, la question de la généralisation des
équations du mouvement au cas des espaces courbes a permis de mettre en
oeuvre une large étude bibliographique concernant 1’application des outils
de la géométrie différentielle et des groupes de Lie a la caractérisation de
systemes dynamique.

Dans un premier temps, la notion de courbure en elle-méme nous a mené
a consacrer du temps a ’étude des surfaces afin de déterminer des quantités
(la courbure et le tenseur métrique) intrinseques et de pouvoir caractériser
au mieux l'espace des configurations et , si possible, se ramener a I’étude
des courbes sur une surface de révolution.

Apres avoir exhibé un premier exemple de lien entre symétrie et conser-
vation d’une quantité, notre étude s’est poursuivie sur des espaces plus com-
plexes, les groupes de Lie, et plus particulierement sur le groupe des rota-
tions dans I'espace. Pour ce groupe, nous avons montré qu’il était possible
d’écrire les équations du mouvement en fonction des éléments du groupe
puis nous avons proposé une méthode permettant la résolution géométrique
du probleme en insistant sur le rapport entre invariance et conservation. Ces
résultats ont ensuite été généralisés aux autres groupes de Lie.

Finalement, nous avons montré qu’en présence de potentiel, un change-
ment de métrique permettait d’adapter la précédente méthode mais que les
systemes non intégrables nous obligaient a nous restreindre au comporte-
ment autour des points d’équilibres.

D’autres concepts mathématiques tels que les connexions ou les espaces
fibrés ont été abordés au cours du stage mais leurs compréhension et leurs
applications aux systemes physiques n’ont pu étre menés a terme. La pour-
suite de ces travaux formaliserait notre méthode d’une facon plus générale
et permettrait de traiter plus facilement des systemes régis par d’autres
groupes que celui des rotations tels que celui des difféomorphismes ou le
groupe des translations et rotations dans I’espace SE(3).

Bien que I’étude présentée ici soit essentiellement théorique, elle n’est
néanmoins pas dépourvue d’applications. Par exemple, en synthese sonore,
la détermination des modes non-linéaires permettrait de pouvoir établir des
modeles physiques plus réalistes dans le domaine des grandes amplitudes.
Les questions de morphing sonore et de trajectoires entre deux sons doivent
également pouvoir étre traitées a ’aide des outils géométriques dévellopés
ici une fois qu’'une métrique convaincante du point de vue perceptif ait été
construite a ’aide de descripteurs tels que le contenu harmonique ou I'am-
plitude.
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4 Annexes
De Lagrange aux géodésiques

1 o
En utilisant la définition de la métrique L =T = 3 9ij4"¢’ dans (1.1.4),

on peut écrire, en ’absence de forces extérieures pour une particule

1d . y 1 s
§£(gquj + gird" — §g¢j,kqlq] =0
d > 1 i i
%(gikql) - §gij,kq’q] =0
9ikG" + Gik j@°¢" — igij,k:qlq] = 0
gikq" + 5(2gik,jqj i —gijrd'¢ = 0
q + 7(91'14;,]' + Gjki — 9ijd'd = 0
> . ! dq" d¢?
@qz + FUEE = 0, (4012)
ou les .
T =L (gins + gins 4.0.13
ij — 2 Gik,j +g]k,z - gij,k)v ( -J. )

sont les symboles de Christoffel de seconde espece.

Principe de moindre action pour S03

On se propose de retrouver ’équation d’Euler (2.1.16) grace a 'utilisa-
tion du principe de moindre action. Premiérement, 1’énergie cinétique s’ex-
prime pour SO3 sous la forme suivante

1 1 . .
E. = = [ dmex™%dV == [ dmo(RX)T(RX)dV
2 Ja, 2 Ja,
1 1

= = / dmoXTRTRXdV = = / dmoXTRT RRT RXdV
2 Ja, 2 Ja,

1 . 1
= - / dmoXTQI Q. XdV = = / dmo(we A X)T (we A X)dV
2 Ja, 2 Ja,

1 1 5 X
= = / dmo(X A we) (X A we)dV = = / dmo(Xwe)T (Xwe)dV
2 Qo 2 Qo

1 .

—wl / dmoXT X dV]we

2 Q0

1
= iwcTIcwc

1
= i(Icwc, We). (4.0.14)
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En considérant les variations de la forme

dwe =1+ we AN, (4.0.15)

le principe de moindre action peut alors s’écrire

b
0A=0 = ¢ Tdt—/éECdt
b

= / (Tewe|dwe)dt

b
= / (Iewe|n) + we A M)dt

b
= / (Tewe|n) + (Iewe|we A n)dt

d

b
= [(Tawelm)]t + / (—2 Lwel) + {(Iowe) A welm)dt

dt

b
d
= / <_$(Icwc) + lewe A wc’n>dt- (4.0.16)

La derniere ligne s’obtient par intégration par partie en considerant que
les variations aux extrémités du chemin sont nulles et on ’on trouve bien

I’équation recherchée

—Twe + Iowe N we = 0. (4.0.17)

En présence du potentiel, il faut également considérer les variations 0T
du vecteur I' en reprenant les variations de la forme (2.1.9)

o =

. RETe3 — RTeg
lim ————
e—0 IS
5RTe3
—RTSRR"e3
_771"
—n AT
T An. (4.0.18)

En reprenant les astuces de calcul utilisées pour démontrer (4.0.16), 'ap-
plication du principe de moindre action en présence de potentiel donne
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b
(Twe|dwe) — (MmgX|oT)dt

b
0:5/ Ldt =

\

b
cwc + lewe N\ we, 77> - <m.gX‘I‘ A 77>dt

b

b
= / I cWe +Icwc/\wcyn> - <m9X/\F|77>dt
/ S (Twe) + Liwe e, + mgT A X o) #,0.19)

et I’équation d’Euler du mouvement est

d
—a(lcwc) + [we Awe,m+mgl' A X = 0. (4.0.20)

Fonctions elliptiques

Les fonctions elliptiques peuvent étre vues comme une généralisation des
fonctions trigonométriques quand le cercle devient une ellipse [26].

.
N

Fi1G. 14 — Paramétrisation de ’ellispe permettant d’introduire les fonctions
elliptiques

Il est nécessaire de définir le module et I’argument d’une fonction ellip-
tique. Pour cela, rappelons I’équation d’une ellipse en coordonnées cartésiennes

ORIGE o

On définit Pexcentricité d’une ellipse par

C=1/1- <b>2. (4.0.22)

a

On remarquera que ce parametre est égal a 0 pour le cercle et a 1 pour
la parabole. Le module k est alors définit comme 'excentricité de 1’ellipse
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normalisée (b=1)

1
k=1 . (4.0.23)

L’argument d’une fonction elliptique s’exprime par

Q
u:/ rdf, (4.0.24)
P

et les 3 fonctions elliptiques utilisées dans le manuscrit s’écrivent alors

sn(u, k) = y
en(u, k) = % (4.0.25)
dn(u, k) = 2.

Ces fonctions peuvent étre notées sans leur module, par exemple : sn(u, k) =
sn(u). Elles vérifient les relations

en*u+snu = 1

dn’u + k*sn’u = 1

%sn(u) — cn(u)dn(u) (4.0.26)

d

—ocn(u) = —sn(u)dn(u)
d

%dn(u) = —k*sn(u)en(u).

Etude de stabilité des équilibres du pendule tournant

La rotation (3.2.10) utilisée pour décrire le mouvement du pendule tour-
nant mene au vecteur de vitesse angulaire mesuré dans le repere du corps
We = (0, —&, & cosf) et on peut retrouver la valeur de Iénergie cinétique
classique pour ce probleme

1 1 .
T= imlg(w% +w?) = §ml2(92 + asin? ). (4.0.27)

D’apres (3.1.3), on obtient I’équation du mouvement en fonction de 6 et
du parametre de controle €2

10 = a®? sin 6 cos § — gsin 6. (4.0.28)

Les positions d’équilibre se trouvent simplement pour 6= 0,donc 6 =0.
Elles vérifient alors I’équation

192 sin 6 cos @ = gsin 6. (4.0.29)
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Les positions # = 0, 7, correspondant a la bille en haut ou en bas , sont
donc des états d’équilibres tout comme les positions satisfaisant 1’équation

cosf = (4.0.30)

w2’

nous permettant d’introduire une vitesse angulaire critique ¥, = ﬁ . Cette

position n’est définie que quand ¥ > W.. Pour étudier la stabilité de ce
systeme, la linéarisation s’effectue en introduisant ¢ = 6 et le systeme s’écrit

0 = ¢
¢ = —U%sinh+ U2 coshsin, (4.0.31)

et est associé a la matrice jacobienne

0 1
b= ( —U2cosh + W2(2cos0 —1) 0 ) ’ (4.0.32)
de polynéme caractéristique

M4 U2 cosh — U2 (2cos? 0 — 1) = 0. (4.0.33)
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