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Introduction

Contexte et motivation

Ce travail s’inscrit dans un contexte de synthese sonore par guide d’onde numérique,

appliquée aux instruments de musique & vent. La synthese par guide d’onde est une
méthode de synthese par modele physique dont le principe est de simuler numériquement
les systemes physiques qui régissent la production du son, dans le but d’obtenir un
signal sonore équivalent & celui que peut produire un musicien.
Elle peut étre considérée comme une approche mixte entre modélisation physique et
traitement du signal. Il s’agit d’une simulation dans le domaine temporel, basée sur une
décomposition en ondes progressives voyageant dans des lignes a retard. La synthese
par guide d’onde est adaptée aux systémes a une dimension comme la corde vibrante
ou un pavillon acoustique.

Pour les instrument & vent, le résonateur est approximé par plusieurs trongons de
tubes axisymétriques. La décomposition en ondes progressives et la discrétisation du
résonateur font apparaitre des fonctions de transferts composées de retards purs et de
filtres causaux d’ordre fini.

Par rapport a d’autres types de méthodes par modele physique (différence finie,
approche modale), la syntheése par guide d’onde présente ’avantage d’un faible temps
de calcul et permet donc, dans de nombreux cas, une utilisation en temps-réel.

Sous certaines conditions, les fonctions de transfert qui caractérisent la jonction entre
deux tubes peuvent étre factorisées, on obtient alors une structure de Kelly-Lochbaum
[1]. Cette structure permet de réduire le nombre de calculs nécessaires a la simulation
numérique.

Elle fut initialement utilisée pour synthétiser la voix, le conduit vocal étant alors
modélisé par un réseau de cylindres [1]. La synthése par guide d’onde a ensuite été
implémentée dans le cas ou la perce de I'instrument est modélisée par un réseau de
cones [2].

Sur cette base, de récents travaux, ont permis d’améliorer le réalisme de la simu-
lation tout en conservant un faible cotit de calcul qui rend possible une utilisation en
temps-réel :

e l'introduction de ’équation de Webster en coordonnées curvilignes, issue de ’hy-

pothese de quasi-sphéricité des isobares au voisinage de la paroi, [3] ,

e la discrétisation du résonateur de I'instrument par des trongons a courbure con-

stante qui permet de conserver la régularité du profil de perce,

e la modélisation des pertes visco-thermiques par 'utilisation de 1’équation de

Webster-Lokshin,

e un modele de 'impédance de rayonnement basé sur une portion de sphere pul-

sante.

L’utilisation de ces quatre éléments permet d’obtenir des simulations numériques
réalistes. L'impédance d’entrée d’'un trombone, issue de la simulation basée sur ce



modele, dans laquelle le résonateur est approximé par une dizaine d’éléments, est
quasi-similaire & 'impédance d’entrée mesurée sur I'instrument, [7, 8].

Certaines fonctions de transfert complexes qui apparaissent dans la structure de guide
d’onde ainsi obtenue, sont irrationnelles. Les réponses impulsionnelles correspondantes
sont calculées en utilisant la représentation intégrale [13, 14] dans laquelle la réponse
impulsionnelle se modélise comme une somme continue et infinie d’exponentielles com-
plexes décroissantes. La numérisation impose d’approximer cette intégrale infinie par
une somme d’ordre fini.

Malgré le réalisme des résultats obtenus, les réalisations numériques effectuées sur
ce modele mettent en évidence I’apparition d’instabilité dans la simulation. En effet,
certaines configurations telles que la jonction convexe de deux cones [12, 5], font appa-
raitre des fonctions de transfert instables. Ce probleme d’instabilité apparait également
pour la propagation dans les tubes & courbure constante négative [6]. Dans ce cas, I'in-
stabilité vient du fait que ce modele de propagation dans ce type de pavillons suppose
que le rayon du tube n’est pas toujours positif. Cette condition permit de définir de
nouvelles ondes progressives informées par la géométrie qui sont découplées et stables
dans tous les tubes a courbure constante [9].

Cette instabilité apparait tardivement lors des réalisations numériques [6], souvent
au bout de quelques dizaines de secondes. Ce constat laisse penser qu'une propriété
inconnue est violée par la simulation numérique.



Sujet

L’objectif de ce stage est d’identifier la propriété de stabilité qui n’est pas respectée

par la réalisation en guides d’ondes numériques. Il est important de préciser qu’aucune
simulation numérique n’est effectuée.
Nous proposons d’aborder les guides d’ondes sous une approche énergétique [11]. La
notion de passivité des systemes dynamiques est appliquée aux pavillons acoustiques,
nous cherchons des conditions suffisantes pour garantir la passivité de ce type de
systeme pour les ondes progressives car elles sont utilisées pour décrire I’état acous-
tique dans les guides d’ondes numériques. Elles permettent notamment d’obtenir des
simulations efficaces grace aux structures de Kelly-Lochbaum.

L’identification de la propriété de stabilité de la simulation numérique peut se
décomposer en trois questions intermédiaires :
e Comment se traduisent les conditions de passivité sur la géométrie du systeme
acoustique ?
e Quel est I'influence du choix de I’état acoustique sur la passivité?
e Comment se traduisent ces conditions sur les fonctions de transfert qui apparais-
sent dans les structures de Kelly-Lochbaum ?
La prise en compte des conditions de passivité du systeme sur les fonctions de
transfert, lors de 'approximation des fonctions de transfert, devrait garantir la sta-
bilité de la simulation numérique.

La démarche adoptée pour répondre a ces questions est la suivante.
La premiere étape consiste a introduire la notion de passivité des systemes dynamiques.
Ensuite le modele de propagation des ondes acoustiques dans les tubes a section vari-
able utilisé est présenté. Nous effectuons le bilan énergétique dans un tube acoustique
a section variable, en utilisant les variables physiques, dites de Kirchhoff. Ce bilan
énergétique se fait en deux étapes : le calcul de I’énergie acoustique et sa variation
dans le temps.
La détermination de ces expressions permet ensuite d’étudier la passivité du systeme
acoustique pour les variables de Kirchhoff. Bien que dans ce cas, ou le systeme et les
variables sont physiques, la stabilité soit évidente, ce travail préliminaire permet d’i-
dentifier les propriétés de stabilité pertinentes pour les pavillons acoustiques.
Nous étudions ensuite la stabilité du méme systeme décrit par des variables de type
ondes progressives. La décomposition de I’état acoustique en ondes progressives est un
choix de représentation qui est utilisé dans les guides d’ondes numériques. Le systeme
acoustique décrit a ’aide de ce type de variables, n’est pas forcément stable.
Les bilans énergétiques et ’étude de la stabilité pour les ondes progressives sont abordés
par ordre de complexité, du cas le plus simple vers le plus compliqué. Nous nous
intéressons plus particulierement aux géométries de tubes axisymétriques qui font ap-
paraitre des structures de Kelly-Lochbaum. Pour le dernier cas, le calcul de 1’énergie
nécessite d’utiliser les représentations intégrales.



Chapitre 1

Passivité des systemes
dynamiques

1.1 Exemple d’introduction

Considérons un exemple physique pour illustrer la notion de passivité, celui d’un
systeme masse-ressort amorti en oscillations forcées. L’entrée du systeme est la force
F(t) imposée & la masse m et la sortie correspond a la vitesse z(t) de celle-ci. L’équation
différentielle qui régit le systeme est

mi(t) + ci + kx(t) = F(t), (1.1)

ou c est le coefficient d’amortissement visqueux et k la constante de raideur du
ressort. L’énergie mécanique F(t) de ce systeme est donnée par

1 1
E(t) = §m3b2(t) - §kx2(t) (1.2)
La dérivée de I’énergie s’écrit :

E(t) = (t) (mi(t) + kx(t)) (1.3)

pour un systéme conservatif (¢ =0) pour un systéme dissipatif (¢ > 0)
E(t) = &(t)F(t) E(t) = i(t) (F(t) — ci(t))

E(t) = 2(t) E(t) = P2(t) — ci?(t)

Cet exemple montre que pour un systeme masse-ressort idéal, la dérivée de 1’énergie
par rapport au temps est égale & la puissance mécanique (i), et est strictement
inférieure a la puissance dans le cas dissipatif.

Si le systeéme n’est plus alimenté (F(t) = 0) alors I’énergie E(t) reste constante, dans
le cas conservatif, ou bien décroit dans le cas d'un systeme amorti.



1.2 Notion de théorie des systemes

Cette partie présente les notions de théorie des systemes dynamiques nécessaires a
la définition de la passivité (c.f. [10] pour plus de détails).

1.2.1 Représentations d’état

Le comportement d’un systeme dynamique est décrit par sa représentaion d’état,
qui se présente sous la forme de deux fonctions décrivant 1’évolution et la sortie y du
systéme en fonction de ’état x et de I'entrée u.

X = flxu) (1.4)
y = g(xu) (1.5)
ouf : R" xRP - R" et g : R™ x RP — RP sont deux fonctions continues telles

que £(0,0) = g(0,0) = 0.

Pour un systeme linéaire invariant dans le temps, la représentation d’état s’écrit a
I’aide de matrices & termes constants.

= Ax+Bu (1.6)
y = Cx+Du (1.7

avec G(s) la matrice de transfert du systeme telle que G(s) = C(sI — A)"!B+D
ou s est la variable de Laplace et I est la matrice identité.

1.2.2 Définition de la passivité

La définition de la passivité d’un systeme dynamique nécéssite de présenter la
notion de fonction définie positive.
Fonction définie positive

La fonction V(x) : R? — R est définie semi-positive si elle satisfait les deux condi-
tions suivantes :

V(x(t)=0) = 0 (1.8)
0 Vx(t) / x(t) # 0. (1.9)

=
X
v

Si la condition donnée par I’équation 1.9 se traduit par une inégalité stricte, alors la
fonction V(x) est définie positive.

Définition
Un systéme dynamique est passif si il existe une fonction V(x) continuement
différentiable et définie semi-positive telle que :

uly > V(x) (1.10)

Cette définition générale se précise dans certains cas de figures,



pour un systeme conservatif,
pour un systeme strictement passif,

ol p(x) est une fonction définie positive. Le produit scalaire u’'y représente la
puissance dissipée par le systéme et V(x) est la fonction de stockage.

D’un point de vue traitement du signal, ce systéeme est passif si aucun pole des
éléments de G(s) ne se situe dans le domaine de convergence de I'implémentation
causale du filtre, qui correspond au plan des réels positifs du plan de Laplace, noté
c?.

1.3 Application au systeme masse-ressort

Un systeme masse-ressort est linéaire et invariant dans le temps. Avec le for-
malisme de la représentation d’état, le systeme est décrit par le vecteur x tel que
x = (z(t) , @(t))". Dans ce cas, les entrées/sorties du systéme sont des scalaires :
u=F(t) ety =(t).

GOy = (F ) ED(F)ro
Pt = (0 @8) (1.12)

La fonction de transfert associée & ce systéme est :

S

Gls) = s2m + sc+ k

(1.13)

Le calcul des deux pdles de G(s) montre qu'’ils sont compris dans C; pour toutes
valeurs positives de m, ¢, k. La fonction de transfert décrit donc un systeme passif.

Nous choisissons V' (x) égale a I’énergie mécanique du systeme telle que V(x) : x —
E(t), car la physique nous assure que Iénergie acoustique E(t) reste toujours finie et
positive. Ainsi si la fonction V(x) est définie semi-positive, alors 'amplitude de 1’état
x reste bornée. Le systeme décrit en fonction de ’état x est alors stable.

Théoréme Une matrice réelle symétrique est définie semi-positive si et seulement si
toutes ses valeurs propres sont supérieures ou égales a zéro.

L’expression de ’énergie mécanique peut se présenter sous forme matricielle, la
fonction V(x) devient

k

V(x) = x' ((2) g)x (1.14)

2

La fonction V' (x) est définie semi-positive si la matrice qui apparait dans 1’équation

1.14 est définie semi-positive. Dans ce cas la matrice réelle symétrique est diagonale,

les deux termes non-nuls et positifs sont donc les valeurs propres. Le théoreme présenté
ci-dessus est donc vérifié.

Le systeme masse-ressort considéré dans cet exemple est donc passif car I’énergie
mécanique, définie semi-positive, est toujours supérieure ou égale a la puissance mécanique.



Interprétations

La passivité signifie que la variation de 1’énergie contenue dans le systeme est

inférieure ou égale a la puissance consommée par celui-ci. Si a partir d’un instant
donné, la puissance consommeée par le systeme est nulle, alors I’énergie stockée dans le
systeme ne peut pas augmenter.
Le deuxieéme critere essentiel est que I’énergie soit définie positive (ou définie semi-
positive). La fonction V(x) joue le role d’une norme au carré, si V(x) = E(t) est
définie semi-positive, le fait que I’énergie est constante ou décroissante dans le temps,
implique que 'amplitude de I’état x n’explose pas.



Chapitre 2

Modele de propagation et
bilan énergétique pour les
variables de Kirchhoff

2.1 Modele de propagation dans les tubes a section
variable

Le modele de propagation utilisé ici est basé sur les équations d’Euler et de Web-
ster en coordonnées curvilignes [3]. Il s’agit d’un modele linéaire, conservatif et mono-
dimensionnel, qui fait donc 'hypothese que la longueur d’onde est grande devant les
dimensions radiales du résonateur. Les pertes visco-thermiques peuvent étre prises en
compte, en utilisant ’équation de Webster-Lokshin, dans laquelle apparait un terme
en dérivée fractionnaire par rapport au temps.

2.1.1 Equations de propagation

L’état acoustique du systeme est décrit par deux variables. Dans un premier temps,
nous utilisons les variables physiques, dites de type Kirchhoff : la pression p acoustique
et le débit u ou la vitesse particulaire v.

Les équations d’Euler et de Webster en coordonnées curvilignes, linéarisées au premier
ordre et hors source, s’expriment :

<a,? + 2%& - c%af) p(l,t) =0 (2.1)
pOv (L, t) + Opp(L,t) =0 (2.2)

Les termes p et ¢ désignent respectivement la masse volumique de ’air au repos et
la célérité des ondes acoustiques. Dans la suite du document, nous utilisons la notation
¢(¢) pour désigner la pente relative en un point du pavillon.

0= o

L’abscisse curviligne, ¢, peut s’exprimer a partir de la coordonné cartésienne x
parcourant ’axe de symétrie du tube et du rayon R(x) du tube tel que :

ol R'(¢) = 0sR(¥) (2.3)

10



E@)Azwl+ﬁhR@D%L (2.4)

Convention axiale Pour les grandeurs scalaires telles que la vitesse ou le débit,
la convention adoptée ici est de type axiale : le débit orienté vers les ¢ croissants est
positif.

(4,1)

4

~

g

u(l,t) = (2.5)

!

€y désigne le vecteur unitaire tangent localement au rayon du tube.

L’équation de Webster 2.1 peut également est présentée sous une autre forme qui
fait apparaitre la courbure du tube Y(¢) = R"(¢)/R(¢),

(07100~ 502 ) (REp(t.0) =0 (2.6)

Il est important de noter que cette équation différentielle possede une solution
analytique dans le cas ot Y(¢) est constant.

2.1.2 Equations de transport

Le modele de Webster /Euler peut s’écrire sous la forme d’un systéme dynamique
par le biais de ses équations de transport. Cette représentation équivalente aux équations
2.1 et 2.2 fait apparaitre I’équation d’Euler et la conservation de la masse pour les tubes
a section variable.

Op(l,t) = —Lodu(l,t)
t B (27)
Oru(l,t) = —==0p((,1)

Ce systeme d’équations peut s’exprimer sous une forme matricielle.

0.t 0.t 0  —s=5m
O (Zgﬁ,t;) =Ax(¢) Oy (Zgﬁ,t;) avec Ax(f) = (% p OS(ﬂ)) (2.8)
S(¢) désigne le section du tube telle que S(£) = 7 R%(¢)

2.2 Bilan énergétique pour les variables de Kirchhoff

2.2.1 Energie acoustique

L’étude de la stabilité du systeme nécessite de calculer 1’énergie acoustique du
systeme étudié.

L’expression générale de énergie acoustique contenue dans un volume 2 est donnée
par l'intégrale volumique de la densité d’énergie.

E(t) = %/Q (%pQ(f,t) + pﬁ(f,t).ﬁ(f,t)) dw (2.9)

Pour un probleme mono-dimensionnel, 'intégrale sur le volume peut se réduire

a une intégrale simple sur la coordonnée curviligne spatiale, ’expression de I’énergie
acoustique contenue dans un tube axisymétrique de longueur ¢ = L s’écrit :

11



E(t) = 5/0 S(¢) (p—isz(e, t) + pv2(€,t)) dr (2.10)

En fonction de la pression et du débit acoustique, I’énergie devient :

L
B =3 [ S0 + vt 2.1)

L’équation 2.11 peut se mettre sous une forme matricielle quadratique en utilisant
le vecteur X (£, t) tel que X(£,t) = (p(£, t), u(l,1))".

B(t) = % /0 " XT (0, t)Wx ()X (¢, t)dl (2.12)
EIGI
avec Wx({) = <P6 %>

La notation a” désigne la matrice transposée de a.

2.2.2 Variation temporelle de ’énergie acoustique

La dérivée de I’énergie acoustique par rapport au temps est calulée en dérivant
I’équation 2.12.

%it) - %/0 O (XT(6 W x (OX((,1)) d (2.13)

La dérivée temporelle de la forme quadratique fait apparaitre la dérivée du vecteur
X (équation 2.14), le détail de ce calcul est présenté en annexe.
O (XT (L, )Wx ()X (£,1)) = 2XT (£, )W x (£) 9, (X(¢,1)) (2.14)

Les équations de transport (2.8) permettent de substituer la dérivée temporelle par
une dérivée spatiale.

L
d]jl—,@ = /0 X7 (6, )W x (£) 8 (X (¢, 1)) de (2.15)
%it) = /O XT(Eat)WX(g)Ax(ﬁ)an(ﬁ,t)dg (2.16)
avec W(()Ax((¥) = (01 01) 2.17)
di—it) = - /0 A (p(L, t)u(t,t))

= p(o, t)u(O,t) —i—p(L, t) (_U(Lat))
= 2.(0.0)+ Po(L,1) (2.18)

La notation &, (¢,t) désigne la puissance acoustique entrante dans le systéme en £.
La convention axiale explique la présence du signe moins dans l'expression de & (L, t).
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L’équation 2.18 montre que la dérivée de 1’énergie acoustique par rapport au temps
est égale a la somme des puissances entrantes dans le systeme considéré.

En choisissant, par exemple, des vecteurs d’entrée u et de sortie y qui contiennent
les débits entrants et les pressions a chaque extrémité du tube, tels que

_ ( u(0,%) _ (p(0,t)
w= () v= (i (3:19)
Nous retrouvons bien la propriété des systemes conservatifs : u’y = E . Nous
remarquons que, pour que cette égalité soit vérifiée, le choix d’une entrée impose la

valeur de la sortie. Il n’est cependant pas possible conclure sur la passivité du systeme,
avant d’avoir vérifié que I’énergie est définie semi-positive.

2.2.3 Etude de stabilité du systéeme

L’objectif de ce paragraphe est de prouver la stabilité du systeme acoustique décrit
par les variables de pression/débit. Bien qu'il soit évident que 'amplitude de la pres-
sion et du débit restent toujours bornées dans un systéme acoustique, cet exemple
trivial permet d’introduire la démarche qui sera utilisée dans les chapitres suivants
pour les ondes progressives.

Nous cherchons & montrer que la fonction V(X(¢,t)) qui associe I’énergie au vecteur
X(¢,t) est définie positive. Cette condition est suffisante pour prouver que 'amplitude
de I’état acoustique reste bornée et pour valider la passivité du systeme.

Pour les variables de Kirchhoft, la fonction V' (X) s’écrit :

V(X): X(l,t) — % /0 ’ XT (0, ) Wx ()X (¢, t)dl (2.20)

Dans ce cas, le vecteur d’état X (¢, t) ne dépend pas seulement du temps mais aussi
de I’espace car a t fixé, la pression et le débit acoustique sont des fonctions de £ . Alors
V(X) n’est plus une fonction mais une fonctionelle de X, ce qui ne modifie pas les
propriétés énnoncées précédemment.

L’intégrale d’une fonction strictement positive est aussi strictement positive, donc
la fonctionnelle V(X)) est définie positive si la forme quadratique X7 (¢,£)W x (€)X (¢, t)
est définie positive.
Or les valeurs propres de la matrice réelle et symétrique W x (£) sont toutes positives.
La fonctionnelle qui définit 1’énergie acoustique en fonction de la pression et du débit
est donc définie positive. Ce résultat garantit la stabilité des variables de Kirchhoff
dans un pavillon acoustique quelconque et valide la passivité de ce systeme.

13



Chapitre 3

Ondes planes et tubes droits

3.1 Ondes planes progressives

Les ondes planes progressives, notées p*™ et p~, voyagent respectivement dans le
sens des £ croissants et décroissants. Elles sont découplées dans les tubes droits.

3.1.1 Définition des ondes p*

Les matrices de passage Ppx (¢) et Pxp(¢) donnent les changements de variables
entre 1'état P(¢,t) = (pT(¢,t), p~ (¢, t))T et I’état de pression/débit, tel que

P((,t) = Ppx ()X (4, 1).

pH (L)) 1 1 Sp&) p(£, 1)
(p (&t)) 2 (1 gp(T)> (u(g,t)) (3.1)
X(¢,t) =Pxp(O)P(4,1)
1 1
()~ (s 20) (2150)

3.1.2 Equations de transport

Avec le modele de Webster en coordonnées curvilignes, les équations de transport
pour les ondes planes progressives sont :

@+ pt(61) = eC(0) (p (1) —p*(L.1)) (3:3)
@ —co)p(6.) = eC(0) (b (6,0) — p* (1)) (3.4)

Sous une forme matricielle, les équations de transport deviennent :

P, t) = ApOP(L,t) + Bp(O)P(L, 1) (3.5)

ot Ap = <_OC (c)) et Bp(£) = c((¢) (j 1)

La matrice A p(¢) caractérise le transport des ondes pT et la matrice B p(¢) représente
le couplage entre les deux ondes progressives.
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3.2 Bilan énergétique

3.2.1 Energie acoustique

L’expression de 1'énergie acoustique en fonction des ondes p™ et p~ est obtenue &
partir de la forme quadratique de I’énergie (équation 2.12) en substituant X(¢,t) par
Pxp(O)P(L,1).

BE) — % /LPT(E,t)Wp(E)P(E,t)dE (3.6)
0
avec Wp(l) — ng(e)wx(e)PXp(e)Qjc(f) <(1) ?) (3.7)

L’équation 3.8 donne l'expression développée de 1'énergie acoustique en fonction
des ondes pT.

B = 29 /L (p+2(e, £) +p*2(£,t)) v (3.8)

2 Jo
3.2.2 Variation temporelle de 1’énergie acoustique
dE(t)  25(0)

v T
-4 /0 PT(0, )W p(0) 9P (L, £)d (3.9)

en utilisant les équations de transport (3.5)

dE(t) 2S(0) [*
% = pc(2) / PT (6, t)Wp(0) (BpPT(0,t) + Ap 0, PT(¢,t)) dt (3.10)
0
La factorisant de cette expression fait apparaitre une dérivée spatiale dans 'intégrale
(annexe B.1 ), la dérivée de 1’énergie devient :

d]fl—it) = % [32(0) (p*Q(o,t) —p*z(o,t)) — R%(L) (p+2(L,t) —p*Q(L,t))] (3.11)

La puissance acoustique en fonction des variables d’onde plane donne :

TR2(¢
2(t.1) = pit (e, = L (52,0 - p2(0n) (312)
pc
Par identification, nous vérifions que la dérivée temporelle de 1’énergie acoustique
exprimée en fonction des ondes p* est également égale & la somme des puissances
entrantes dans le tube.
dE(t)

= 2.0.0) + Zu(L1) (3.13)

3.2.3 Etude de la stabilité

Nous cherchons a vérifier la stabilité du systeme acoustique décrit par les ondes
pT. La matrice Wp(¢) est réelle, symétrique et diagonale. Les valeurs propres, termes
diagonaux de Wp(¢), sont strictement positives pour tout ¢. L’énergie acoustique en
fonction des ondes p* est définie positive. L’utilisation des ondes planes progressives
dans un pavillon acoustique garantit donc la stabilité.
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3.3 Cas du tube droit pour les guides d’ondes

Les premiers algorithmes de synthese par guide d’onde pour les instrument & vent
utilisent une discrétisation du résonateur en réseau de cylindres et une décomposition
de I’état acoustique en ondes planes progressives. Dans ce cas la pente et la courbure
sont nulles : ((¢) = T (¢) =0 V(¢) Ce choix se justifie par le fait que la propagation
des ondes pT est découplée dans les cylindres.

3.3.1 Influence sur la propagation et le bilan énergétique

Dans les tubes droits, la pente et la courbure sont nulles : ((£) = T(¢) =0 V({).
Cette propriété a pour effet d’annuler le terme de couplage représenté par la matrice
Bp(¢) de 'équation 3.5. L’équation de transport devient :

C

P4 t) = (0 2) 0P (L,1) (3.14)

La propagation des ondes p* a travers le cylindre se modélise alors comme un sim-
ple retard.
Comme la pente ou la courbure du tube n’apparaissent pas dans les expressions finales
de I'énergie et de sa dérivée par rapport au temps, le bilan énergétique est identique
dans ce cas particulier.

3.3.2 Jonction de cylindres avec discontinuité de section

L’utilisation des ondes p* pour la jonction de cylindres fait apparaitre une struc-
ture de Kelly-Lochbaum. La structure de Kelly-Lochbaum désigne la factorisation par
la fonction de réflexion des fonctions de transfert qui caractérisent la jonction entre
deux tubes. Ces fonctions de transfert doivent respecter le principe de causalité pour
pouvoir étre utilisées pour la simulation temporelle.

Considérons la jonction entre deux cylindres notés @ et (O et de rayon R(a) et

R(b) (figure 3.1).
/
n
rro)_s N (b)
p(a)<— < ()
N

FI1GURE 3.1 — Jonction de deuz cylindres @ et ® avec une discontinuité de section a
la jonction. Les abscisses £ = a et £ = b désignent respectivement ’extrémité droite du
tube @) et lextrémité gauche du tube (B)

Détermination de la matrice de transfert

L’expression de la matrice de transfert est obtenue en appliquant la continuité de
la pression et du débit a la jonction entre deux tubes. Une méthode formalisée, per-
mettant de déterminer ’expression de la matrice de transfert, est présentée en annexe
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Sous forme matricielle, la continuité de la pression et du débit a interface, s’ex-
prime, dans le domaine de Laplace :

X(b,t) = X(a,t) (3.15)

Le changement de variable est effectué en posant X(¢,t) = Pxp(¢{)P(¢,t). Nous
obtenons & partir de cette relation la matrice Jp(a,b) qui donne 'expression de 1'état
en ¢ = b en fonction de I’état en £ = a tel que

pr(bt) _ p*(a,t)
(7 00) sty (22000) 310
avec Jp(a,b) = Py5H(b)Pxp(a)

Nous cherchons & obtenir expression de la matrice de transfert Jep(a,b) qui re-
specte le principe de causalité, tel que :

+ +
p(@ﬂ) G @ﬂ)
_ =Jcp(a,b _ 3.17
(i) = 3erten (57551 40
Il faut donc modifier les entrées/sorties de la matrice Jp(a,b) pour obtenir I'ex-
pression de Jcp(a, b).

1+Rp -R R%*(a) — R?(b)
Jep(a,b) = ( RpP - ]I{Dp) avec Rp = m (3.18)

Les quatre fonctions de transfert de la matrice Jcp(a,b) peuvent étre factorisées
par la fonction de réflexion Rp. Pour les ondes planes, la fonction de réflexion est un
gain qui dépend du rapport entre les deux sections. Cette factorisation qui permet
d’obtenir la structure de Kelly-Lochbaum est présentée dans I'annexe E. La figure 3.2
montre la structure de Kelly-Lochbaum obtenue par la jonction de deux cylindres avec
les ondes planes progressives.

. Rp

a

Da D,

FIGURE 3.2 — Représentation graphique de la structure de Kelly-Lochbaum obtenue
pour la connexion de cylindres avec les ondes p*

La fonction de réflexion qui apparait dans la structure de Kelly-Lochbaum, est
stable car elle s’exprime comme un simple gain, positif ou négatif en fonction de la
discontinuité de section. Nous avons également vérifié que 1'utilisation des ondes p*
garantit la stabilité du systeme acoustique.
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Le critere de passivité est aussi vérifié car la dérivée de 1’énergie acoustique est
égale a la somme des puissances entrantes. Cependant,pour les ondes progressives, si
nous choisissons des entrées et sorties du systeme u et y qui respectent le principe de
causalité, (qui correspondent & celles de la structure de Kelly-Lochbaum de la figure
3.2) alors la somme des puissances entrantes ne peut pas s’exprimer comme le produit
scalaire u”y.

La matrice de passage entre les états p, u et p*, p~ ne fait pas apparaitre d’opérateur
temporel. La prochaine section traite des ondes sphériques progressives dont la matrice
de passage par rapport aux variables de Kirchhoff fait apparaitre une intégration par
rapport au temps.
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Chapitre 4

Ondes sphériques et tubes

coniques

4.1 Ondes sphériques progressives

Les ondes sphériques progressives sont découplées dans les tubes a courbure nulle,
dont font partie les cones (Y(¢) = 0 et ((¢) # 0). Cette décomposition fait appa-
raitre une onde convergente qui se propage en direction de 'apex du cone et une onde
divergente se propageant dans la direction opposée.

4.1.1 Définition des ondes ™

Dans le domaine de Laplace Les matrices de passage Pyx (¢, s) et Pxy (¢, s) don-

nent les changements de variables entre 1'état W(¢, s) = (7 (¢, s), ¥~ (¢, )7 et Iétat
de pression/débit. Dans ce cas, les matrices de passage sont exprimées dans le domaine

de Laplace.

P\ _ R (1
(w‘(&t)) 2 \1
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La notation 9; ! f(t) désigne I'intégrale causale par rapport au temps d’une fonction
f(t) telle que

o f(t) /O f(r)dr avec f(t) =0Vt <0 (4.5)

4.1.2 Equations de transport

Avec notre modele de propagation, les équations de transport pour les ondes
sphériques progressives s’écrivent :

Y)Y _ (= PN X0 (11 o (YY)
o (o) = (0 ) (i) -5 G ) () @
La multiplication & gauche de I’équation 4.6 par le vecteur (—1,1) , fournit une
relation qui peut s’interpréter comme 1’équation d’Euler équivalente pour les ondes

v
S0 (6 (0,0) = (0,0)) = 00 (6 (E,1) + 4 (0,1) (47)

4.2 Bilan énergétique

4.2.1 Energie acoustique

Dans la suite du document, la notation omet volontairement la dépendance spatiale
et temporelle des ondes 1*, dans certaines expressions.
Dans le cas présent, le calcul de 1’énergie acoustique ne se fait pas sous une forme
matricielle en raison de 'apparition de l'intégrale temporelle dans le changement de
variable (équation 4.4). La premiere étape du calcul consiste & exprimer la densité
d’énergie linéaire e;,, (¢,t) en fonction de .

E(t) = /L erin (£, t)dl (4.8)
0
elin(l,t) = pc2 [w+2+w L ool 2(( )? ( ;1(¢++¢_))2
+ E [eC(O)(" w_)afl(lﬁ +47)]

Nous utilisons ensuite la relation 4.7, pour ré-exprimer le terme ™ (£,t) — 1~ (£, 1).
L’intégration par parties du terme ainsi obtenu (c.f annexe B.2) donne une autre
expression de ’énergie acoustique.

L 2
Bo) = 5 [ [ot et SrO @0 wr i)
reJo
C2

2p

(4.9)

— (¢ (07 @ (0,6) + w7 (0,0)))” = <L) (07 (WH (L, 1) + v~ (L,1)))]

Ce résultat montre que I'expression de I’énergie acoustique contenue dans un trongon
de tube non-cylindrique, en fonction des ondes sphériques progressives, ne s’exprime
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pas uniquement en fonction d’un terme de volume comme dans le cas des ondes planes.
L’équation 4.9 en évidence 'apparition d’une contribution aux frontieres.

Nous n’avons pas trouvé de telles expressions dans les ouvrages d’acoustique [15, 17,
16, 18], mais seulement des bilans d’énergie dans le cas particulier d’un cone (YT (¢) = 0)
dans lequel se propage une seule onde progressive (7 (¢,¢) = 0) monochromatique, et
en moyennnant sur une période.

4.2.2 Variation temporelle de ’énergie acoustique

Le but de cette partie est de vérifier que, pour les ondes ¥ la variation de I’énergie

s’exprime bien comme la somme des puissances entrantes dans le systeme ce qui justifie
Pexpression de I’énergie obtenue ci-dessus.
Contrairement aux cas précédents, le calcul de la dérivée temporelle de ’énergie acous-
tique en fonction des ondes 1)® ne se fait pas en utilisant une forme matricielle, en rai-
son de la complexité supplémentaire ajoutée par ’apparition d’opérateurs temporels.
Cependant le principe est le méme car l'ingrédient principal de ce calcul reste les
équations de transport (4.6). Ce calcul est détaillé en annexe B.3.

dE(t) 7

L
~dr E/O 0w =0t — @t ) o7 (Wt )] A (410)

L’équation 4.10 fait apparaitre la puissance acoustique en fonction des ondes ¥*
qui s’écrit :

Z(t,t) = p(t, thu(l,t) = % Y=g et + 7)o (w7 (411)

De méme que précédemment la variation de I’énergie acoustique dans le temps en
fonction des ondes 1)* est égale & la somme des puissances entrantes dans le tube.

4.2.3 Etude de la stabilité

La contribution aux frontieres, qui apparait dans I’équation 4.9, empéche de déterminer
directement si la fonctionnelle qui donne 1’énergie est définie semi-positive. Nous nous
intéressons, dans la suite du chapitre, au cas particulier des cones de maniere a éliminer
la contribution de Y (¢) dans l'expression de Iénergie.

4.3 Cas du cone pour les guides d’ondes

4.3.1 Influence sur la propagation et la stabilité

D’apres I’équation de transport 4.6, pour le cas particulier du cone (Y (¢) = 0), la
propagation des ondes ¥* est découplée et ’équation de transport devient :

D0, 1) = <_OC ’

Dans ce cas particulier, 'expression de la dérivée de 1’énergie par rapport au temps
reste semblable & celle obtenue dans le cas général. Pour un céne (¢(0) = {(L) = C et
Y(¢) = 0), I'expression de 1’énergie en fonction des ondes 1) se simplifie et devient

> e (L) (4.12)
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Et) = = [ [+ @)% de (4.13)

pe2 J
g |07 @O0 + 0 0.0)" - (07 W (L) + 9T (L.1)’]

L’équation 4.13 montre qu'une condition suffisante pour que ’énergie acoustique
soit définie positive est que 9; ' (v (0,t) + ¥~ (0,8)) > 9; '(¥T(L,t) + ¥~ (L,t)). Tl
n’est pas possible d’établir de lien entre ces deux quantités, & un instant donné. Il
n’existe pas de résultat général mais nous pouvons affirmer que celui-ci dépend des
impédances qui chargent les bords du cone.

Une question intéressante est donc <« Comment se traduit cette condition lorsque l'on
connecte plusieurs cones >. Cette question fait 'objet du paragraphe suivant.

4.3.2 Jonction de cones avec discontinuité de pente

La propagation des ondes ¢* est découplée dans les cones. La connexion de cones
avec une continuité de rayon a la jonction fait apparaitre une structure de Kelly-
Lochbaum.

Considérons la jonction, présentée par la figure 4.1 entre deux cones notés @ et ()
et de pentes respectives ((a) et ((b).

FIGURE 4.1 — Jonction de deux cones (a et b) avec une discontinuité de pente. Les
abscisses £ = a et £ = b désignent respectivement l'extrémité droite du come @ et
Dextrémité gauche du céne ©). Sur cette représentation, la jonction est conveze ((a) >

¢(b)

()< (Ml el ) (47 "

avec o = = (¢(a) — (b))

S —« 2

avec Ry(s) =

La figure 4.2 montre la structure de Kelly-Lochbaum obtenue par la jonction de
deux cylindres avec les ondes planes progressives.

Pour la jonction de cone et les ondes ¥*, la fonction de réflexion, qui apparait dans
la structure de Kelly-Lochbaum, n’est plus, comme dans le cas des cylindres, un simple
gain mais un filtre autorégréssif d’ordre 1. La fonction de transfert associée présente
un pole simple en s = a € R.

Pour une jonction concave de cones (¢(a) < (b)), a < 0. Le pole de la fonction de
transfert Ry (s) est alors situé hors du domaine de convergence de 'implémentation
causale du filtre : o« € C; . La fonction de transfert Ry(s) est donc stable d’un point
de vue traitement du signal. Pour une jonction convexe, la fonction de transfert est
instable car ¢(a) > ¢(b) et donc o > 0.
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FIGURE 4.2 — Structure de Kelly-Lochbaum obtenue pour la jonction de deux cones
avec une discontinuité de pente avec les ondes h*

4.3.3 Etude de la stabilité pour la jonction de deux cones

Au vu du résultat donné par 1’équation 4.9, nous proposons d’effectuer un bilan
d’énergie < décalé >qui consiste a prendre en compte le terme de volume d’un cone et
les contributions d’une seule frontiere commune a deux cones différents. Si I’énergie de
ce systeme est définie positive alors, par récurrence, cette propriété est vérifiée pour
tout un réseau de cones.

Nous considérons deux cones notés @ et (0 possédant le méme rayon a la jonction
d’abscisse ¢ = L.
La figure 4.3 montre une représentation schématique de ce bilan d’énergie.

FIGURE 4.3 — Représentation schématique du bilan d’énergie < décalé >pour la jonction
de deux cones @) et ® avec une discontinuité de pente. Les pointillés rouges délimitent
le volume dans lequel ’énergie acoustique est calculée.

L’équation 4.15 donne lexpression de I'énergie F4(t) de ce systeme.
U
Ey(t) = — (") + (¥1)?) de (4.15)
pes Jo+
™ _ _ 2 N (A _ W2
g (SN O7 @) + 97 (1) = D) (07 (D) + 9T (LD)’]
L’implémentation en guide d’onde numérique exploite la continuité de la pression

a la jonction. Pour les ondes ¥* et dans le cas d’une jonction avec continuité du rayon,
la continuité de la pression se traduit par

WHED) +o7(L]) = @T(L) + ¢ (L) v
@Ot +v (L) = O wr @) o (L))’ (416)



L’équation 4.15 peut donc se réécrire en fonction de 1+ (LT).

Ly
Ba®) = 5 [ (@D + wp)?)ae (4.17)

™

+ g, QD =) O ) + o7 (1)’

Dans le cas d’une jonction concave (((L]) > ¢(L7)), tous les termes de E,(t) sont
positifs, la fonctionnelle qui donne I’énergie en fonction de 1* est donc définie positive.
Tandis que pour une jonction convexe (¢(L]) < ((L7)), la condition suffisante n’est
pas vérifiée. La jonction de cones de type convexe ne garantit pas la stabilité du
systeme.

Ce résultat correspond aux conditions de stabilité bien connues pour la jonction de

cones [12, 5], qui sont également visibles, d’'un point de vue traitement du signal sur
la fonction de réflexion Ry.
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Chapitre 5

Ondes découplées et tubes a
courbure constante

5.1 Ondes progressives découplées dans les tubes a
courbure constante

La décomposition en ondes progressives découplées dans les tubes dont la courbure,
I'(£) est constante, est issue de [6]. Le changement de variables par rapport a 1'état
pression/débit fait apparaitre des opérateurs plus compliqué que celui des ondes ™.

5.1.1 Définition des ondes ¢* dans le domaine de Laplace

Les matrices de passages Pgx (¢) et Pxg(¢) donnent les changements de variables
entre 'état Q(¢,s) = (¢ (¢, s), ¢~ (¢, s))T et I’état de pression/débit, dans le domaine
de Laplace.

Q, s) =Pox ()X(¢,s)

T, s R (1- C(i) ST ls
(ZEE, Sg) _ %) (1+ M SOT(s) ) (zgﬁ, S%) (5.1)

I(s) — S(OI(s)

5.2 Bilan énergétique

Nous cherchons & obtenir une expression des ondes ¢& dans le domaine temporel
de maniere a obtenir une expression de 1’énergie acoustique en fonction du temps.
Le changement de variables de p,u vers ¢t fait apparaitre des fonctions de trans-
ferts irrationnelles dues a la présence d’une racine carré de la variable complexe s. La
réponse impulsionnelle équivalente n’est pas calculable directement par la transformée
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inverse. n ion, nous utilison représentations intégr
de Laplace erse. Dans cette section, nous utilisons les représentations intégrales
pour obtenir une expression de 'énergie acoustique en fonction des ondes ¢ dans le
domaine temporel.

5.2.1 Représentations intégrales

Le principe de cette représentation est d’exprimer un systeme compliqué par un
somme infinie de systemes simples : des systémes dynamiques du premier ordre. La
représentation intégrale peut également étre utilisée pour approcher les dérivés frac-
tionnaires par rapport au temps qui apparaissent dans ’équation différentielle de cer-
tains systemes physiques, comme ’amortissement visco-thermique dans I’équation de

Webster-Lokshin [14].

Principe

Le probleme posé par les fonctions de transferts irrationnelles est ’apparition d’une
coupure dans le plan de Laplace. Pour un systeme causal et stable, cette coupure est
comprise dans le demi-plan gauche de Laplace notée C; pour lequel (Re(s) < 0). Le
calcul de la transformée de Laplace inverse est réalisé en utilisant le théoreme des
résidus avec un contour de Broomwich qui exclue la coupure, ce qui fait apparaitre
une intégrale infinie dans 'expression de la réponse impulsionnelle.

Soit H(s) une fonction de transfert possédant une coupure sur Paxe des réels
négatifs R™. La réponse impulsionnelle causale s’écrit comme la limite, quand € — 0T,
de Vintégrale de H(s) sur 'axe vertical du plan de Laplace située en s = € € R.

e+100
h(t) = lim H(s)etds 5.3
0= tim [ e (53)
ot e désigne la fonction exponentielle causale, tel que ef = 0Vt < 0.
L’étape suivante consiste a appliquer le théoreme des résidus avec un contour de
Broomwich (figure 5.1), noté €(g,q,5) qui s’étend a 'ensemble plan Cj en excluant la

coupure tel que (R,a,b) — (4+00,07,07)

1

s t
5ir P, H(s)eSlds = ; Resp el (5.4)

ol Resy ~ est le résidu de H(s) en s = .
L’intégrale sur les deux arcs de cercle est nulle car le rayon R tend vers l'infini.
L’équation 5.4 devient

+oo
h(t) +0 — /0 p(—€)e;*dE +0 =" Respy el (5.5)
vy

La partie de l'intégrale entourant la coupure s’exprime une somme continue d’ex-
ponentielles décroissantes, pondérée par le saut pu(—¢) a la coupure, qui s’exprime

_ H(—¢+4i07) — H(—¢ +i0%)

_&) = 5.6
s = 5.
Au final, la représentation intégrale de h(t) s’écrit
+oo
MO = [ a0 de + 3 Resia e’ (5.7)
0
B!
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a Re(s)

FIGURE 5.1 — Exemple de contour de Broomwich adapté pour une coupure sur R~

Réalisations diffusives

L’interét de la représentation intégrale (ou diffusive) est qu’elle est peut facilement
se mettre sous la forme d’une représentation d’état. La sortie du systeme y(¢) est
égale & la convolution entre 'entrée u(t) et h(t) qui s’exprime également comme une
intégrale. Nous supposons que la double intégrale est convergente, et, par conséquent,
les intégrales commutent. Nous nous plagons ici dans le cas ou la H(s) ne posséde
aucun pole (3, Resp,e] = 0).

y(t) = [hxul(t) (5.8)

/:_o UOO “(_5)€I§td§] u(t — r)dr

£=0
W) = [ u€meede avee ) = [ <] (0

<

—~
~+

~

Le systeme est décrit par une infinité de variables y¢(¢), sa réalisation diffusive
s’écrit

Jelt) = —Eye(t) +ult) (5.9)
+oo
y(t) = A (€ (t)de (5.10)

Pour la simulation numérique de fonctions de transferts irrationnelles [13, 14],
Iintégrale infinie sur £ est remplacée une somme finie. La coupure du plan complexe,
est alors approximée par une agrégation de poles.

L’état du systeme est alors décrit par vecteur de dimension finie et les équations 5.9
et 5.10 peuvent se mettre sous la forme d’une représentation d’état.

5.2.2 Expression de ’énergie acoustique en fonction de ¢*

L’expression de la pression en fonction de ¢* dans le domaine temporel est obtenue
par transformée de Laplace inverse a partir de I’équation 5.2. Pour la pression, le calcul
est trivial.
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1
R(0)
L’expression de débit en fonction de ¢* dans le domaine temporel nécessite I'utili-

sation des représentations intégrales. Considérons maintenant la fonction de transfert
H,(s) qui apparait dans le changement de variables (équation 5.2).

p(t,t) = (" (.t) +q(¢,1)) (5.11)

Hi(s) = FS) + @ (5.12)
Has) = F(SS) _ \/s+ic\/T(€i;/sic\/T(€) (5.13)

La fonction de transfert Hy(s) posséde deux zéros en s = ticy/Y(¢) et un pdle en
s = 0. Nous choisissons de définir la racine carré complexe de facon a ce qu’elle soit
positive sur RT.

s+icy/Y(0) = \//_)ei% (5.14)
Ce choix donne deux coupures conjuguées sur R~ tel s € +icy/T+R~ avec T > 0.

Im(s)

--------- gy | Y

--------- cerrro e ST §

FIGURE 5.2 — Contour de Broomwich adapté pour la fonction de transfert Ha(s)

Le calcul du saut de phase correspondant & la coupure en s = —¢& + icy/T est
détaillé en annexe.

Les poids correspondants aux deux coupures sont complexes conjugés l'un de
Pautre.

VE A/ £2icVT — ¢
+ — =
p (=€) e (LT —0) (5.15)

Le résidu du pole de Ho(s) situé en s = 0 est égale & /Y.

+o0 too
ha(t) = VT + /O pt(—€)eEFiev D ge /0 pm (=€) Y Dge  (5.16)
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Les termes a l'intérieur des intégrales sont complexes conjugués, ils peuvent s’ex-
primer a partir de la partie réelle de 'un d’entre-eux.

ha(t) = VT + /0 ety [Lﬁ(fg)e(*f“cﬁ ﬂ de (5.17)

Au final, Pexpression du débit en fonction de ¢* donne

_ mR(0) —1/ + i + +
U =" [«(mﬁ)at w2 [ Rt (-9 (e,mds] (5.18)
T +oo
S 60 - Vo ) -2 [ Relut (905 (0l

aveczgt(ﬁ, t) = [eﬁr‘““ﬁ)t *q (¢, t)] (t)

Une fois que les expressions de p et u sont déterminées, ’énergie acoustique en

fonction des ondes ¢& peut étre exprimée en utilisant I’équation 2.11. Cette expression
n’est pas présentée ici en raison de sa complexité et du fait qu’elle n’a pas été exploitée
pour déterminer sous quelles conditions elle est définie positive.
La difficulté vient de la présence d’une double intégrale sur £, dans certains termes.
Une piste a été abordée : I'idée consiste a faire apparaitre la double intégrale dans les
termes qui ne dépendent pas de &, en rajoutant un poids de norme unité, puis d’étudier
le comportement de ’ensemble en fonction de &.

5.3 Jonction de trongons a courbure constante avec
discontinuité de courbures

La connexion de trongons a courbure constante avec une continuité de pente a la
jonction fait apparaitre la méme structure de Kelly-Lochbaum pour les ondes planes

et une jonction de cylindres. Les deux trongons @ et () posseédent une courbure notée
T(a) et T'(), tel que :

I'()=1/= + T (5.19)

FIGURE 5.3 — Jonction de deuz trongons a courbures constantes @ et ®). La rayon et
la pente a la jonction sont continus. Sur cette représentation, I'(a) > 0 et T'(b) < 0
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La figure 5.4 montre la structure de Kelly-Lochbaum obtenue pour la jonction de
deux tubes a courbure constante.

R\I{ (S >( +

>4 ST
¢a - wb

vy vy

FIGURE 5.4 — Structure de Kelly-Lochbaum obtenue pour la connexion de deux trongons
de courbure constante avec une discontinuité de courbure avec les ondes q*

(Co = (Rl W) () e
D(a) ~L(b)
I'(a) +I'(b)

avec Rg(s) =
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Conclusion et perspectives

Le travail effectué au cours de ce stage a permis de mettre en évidence 'intérét
d’utiliser des outils issus du domaine de I'automatique pour aborder les problemes
d’instabilité dans la synthese par guides d’ondes numériques.

En effet, un critere essentiel pour vérifier la stabilité du systeme acoustique est
que I’énergie acoustique soit < bien posée > : c’est-a-dire que est que la fonction qui
associe I’énergie contenue dans le pavillon aux variables utilisées pour décrire I’état du
systeme, soit définie positive.

Bien que l'utilisation d’ondes progressives découplées permet d’obtenir des simula-

tions numériques réalistes et a un faible cotit, cette décomposition de I’état acoustique
est responsable de ’apparition d’instabilité. Les bilans énergétiques effectués montrent
que les phénomenes d’instabilité sont liés a la présence d’opérateurs temporels dans la
définition des ondes progressives. L’utilisation des ondes planes progressives garantit
la stabilité contrairement & celle des ondes sphériques progressives, dont la définition
fait apparaitre une intégrale causale par rapport au temps.
Ce travail a mis en avant une expression générale, dans le domaine temporel, de
I’énergie acoustique dans les pavillons en fonction des ondes sphériques progressives.
Cette approche a permis de retrouver un résultat bien connu pour l'instabilité de la
jonction de deux cones.

Au vu des résultats obtenus, il semble que I’approche automatique du probleme se
présente comme une piste a approfondir. Les conditions de stabilité sur les fonctions de
réflexion n’ont pas été déterminées. Ce résultat dans le cas de la jonction de cones avec
les ondes sphériques progressives ne semble pas étre tres éloigné du chemin parcouru.
La prise en compte des pertes visco-thermiques peut résoudre des problemes, car, bien
que le modele de propagation soit alors plus compliqué, les pertes se traduisent par
une condition de passivité moins stricte.

L’étude de la stabilité d’autres types de jonctions plus compliquées, qui combinent,
par exemple une discontinuité de section et de pente, peut se révéler utile.

Une perspective intéressante est de déterminer ’expression de 1’énergie acoustique en
fonction des ondes définies progressives définies dans [9] pour en étudier la stabilité,
bien que ce changement de variables soit plus compliqué que celui correspondant aux
ondes découplées dans les tubes a courbure constante. Le calcul de ’énergie acoustique
nécessite également 1'utilisation des représentations intégrales.
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Annexe A

Forme quadratique définie
positive

A.1 Fonction définie positive
Une fonction scalaire f(x) est dite définie positive dans une région 2 autour de

Porigine si :

o) = o, (A1)
flx) > 0VxeQ/z#0. (A.2)

Dans le cas ou I’égalité de la deuxieme condition n’est pas stricte :

flx)>0VeeQ/x#0 (A.3)

Alors la fonction est dite définie semi-positive.

A.2 Forme quadratique

Soit une fonction f(X) qui au vecteur colone X, de dimension n associe un scalaire
tel que :

f(X) = XTQX (A4)

ol Q est une matrice réelle symétrique (ou complexe hermitienne) de dimension n.

La fonction quadratique f(X) est dite définie (semi-)positive si la matrice Q est
elle méme définie (semi-positive).

A.3 Matrices définies semi-positives

Une matrice réelle symétrique Q est définie semi-positive si et seulement si toute
ses valeurs propres sont supérieures ou égales a zéro.
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A.4 Critere de Sylvester

Le critere de sylvester permet de prouver qu’une matrice réelle symétrique (ou
complexe hermitienne) est définie positive. Soit Q une matrice de dimension n, on
appelle mineurs principaux dominants les déterminants des n sous-matrices principales
Q, définies par :

Qp = (¢ij)o<ij<p avec 1 <p <, (A.5)

La matrice Q est définie positive si ses n mineurs principaux dominants sont stricte-
ment positifs.

A.5 Dérivation d’une forme quadratique

On cherche la dérivée de f(X) par rapport au temps :

0:f(X) = (0x f(X)T X (A.6)

oxf(X) = 0x(XTQX)+ (0%(X"QX))" (A7)
= QX+ (X"Q)"

QX +Q'X

Q+Q"

= 2QX

L’équation A.6 devient :

2QX)T.0,X
2X7Q.0,X (A.8)

O f(X)
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Annexe B

Bilans énergétique : détails
des calculs

Cette annexe présente le détail des caculs trop longs pout étre présentés dans le
corps du document.

B.1 Variation temporelle de I’énergie en fonction de

pj:

O 20 Rr o) (00 — 5 (00) + 0 (600 (08) — (60007 (.0)] dt
Pc Jo

= % OL [32 (R*(0)) (p‘Q(ﬁ, t) —p* (L, t)2) + R2(0)8, (p-(e, 1 — pt(e, t)z)} v
L
= ] o (720 (p %) = pH (e | ar
di—it) = % (720 (p70.0) = p77(0,0)) = R2(L) (»**(L,t) = p*(L,1))] (B.1)

B.2 Energie en fonction de 3*

Dans la suite de cette annexe, ¥ (¢,t) est notée 1)* de maniere & alléger les ex-
pressions.

E(t) = / : erin (£, 1)d0 (B.2)
0
cwnlbt) = - [(W)Q F )+ S gt )
oz [t =)ot +u)]

En intégrant par rapport au temps la relation 4.7, nous obtenons B.3 qui permet
de réécrire le dernier terme de l'expression de ey, (¢,t), noté §(¢,t).
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Pt — 7 = =007 (Wt +y7) (B.3)

5(,t) = cCO)@Wt =) (T + )
= 200, (W + ¢ (Wt +y7)

= S0, (07w +v)? (B.4)

La formule dérivation d’un produit de fonction permet de ré-exprimer §(¢,¢) :

—COL(O7 W +97))7) = BelC() (97 T +97)) 7] = AlC(0) (97 (w + w-(g?)

En utilisant le fait que , 9¢[C(¢)] = T (¢) — ¢%(¢), le terme §(¢,t) devient :

661 = =S [¢0) (07 (w + )" = () (07 Wt +7)’ (B.6)

CQ

_ 2 _ —\2 _ _\\2
= o (cOM @ +u)’) O (07w +0) =0 (07wt +v7)]
Les deux termes en ((£)? qui apparaissent dans I'expression de ey, (£,t) se simpli-
fient.
L’équation B.7 donne I’expression de I'énergie acoustique obtenue.

E®) = % i [<w+)2+<¢->2+§w)(0;1(w++w‘>)2—%8« (C<f>(051<¢++¢‘>)2)]“
Bt = 5/ [(¢+)2+<w-)2+§T<€) (atl(w++w‘))2} t (B.7)
+ % [€0) (07 (W H(0) + v (0))” = <(2) (07 (W (D) + v~ (L)))]

B.3 Dérivée temporelle de I’énergie en fonction de
77/}:lz
Les équations suivantes présentent le détail du calcul de la dérivée temporelle de
chacun des termes de 1’énergie B.7

O [(1/1+)2 + (1/’_)2]

2 (W0, (1) + 47 0(¢7)) (B.8)
2¢ (Y0 (7) =T 0(PT)) = ET(WF +97)0 (Wt +47)
e ()2 = (WhH)?) =YW + 7)o H(wF +v7)

o [?ae (¢orw? +w—))2)] = =0, (CWT +97)9 W +47))  (BY)

o | STO @ W+ v )| =TT b ) (Ba0)
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Les deux termes qui contiennent Y(¢) se simplifient entre-eux. La courbure du
trongon n’apparait donc pas dans ’expression de la variation de 1’énergie acoustique
qui s’écrit,

L
dEdzEt) - %/0 O [WQ — = eCO@Wt + 7)o (W + w*)} ¢ (B.11)
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Annexe C

Calcul du saut de phase pour
le calcul de Hs(s)

En posant s +ic\/Y(£) = pe?? avec p > 0 et § €] — 7, 7], La fonction de transfert
devient :

2icV/T + pet + /pei?

HQ(S) = c(zc\/f) (Cl)
Le calcul du saut de part et d’autre de la coupure située en s = icy/Y s’écrit
s=—C(+ic/T+i0" — p=¢& 0=—n (C.2)
s=—+ic/T+i0t — p=¢ O=n (C.3)
N _ Hy(—€+ieV'T +i07) — Ho(—€ +icy/T +i0F)
pr(=¢) = 57
1 [—iVE 2iVYT — € i/E/2iVT — ¢
C o2 | c(ieV T —€) cieVT —€)
VE A/ 2ieVT — ¢
+(_ _
Ve rs (C4)
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Annexe D

Méthode de calcul de la
matrice de transfert

caratérisant la jonction entre
deux tubes

Cette annexe présente une méthode générale pour déterminer la matrice de trans-
fert caratérisant la jonction entre deux tubes. Ce formalisme nécéssite d’utiliser 1’état
X dont la propagation est découplée dans le type de tube qui forme la jonction. (p*
pour une jonction de cylindres, ¥+ pour une jonction de cones et ¢* pour une jonction
de tubes & courbure constante.)

D.1 Calcul de la matrice de transfert non causale

Les abscisses ¢ = a, b désignent les extrémités droite du tube a et gauche du tube b.
La continuité de la pression et du débit & la jonction entre deux tubes (a et b) s’écrit :

pla,t) = p(b,t) (D.1)
u(a,t) = u(b,t)

Soit P la matrice de passage entre I’état X et un état X de type onde progressive
tel que : X(¢,s) = P(0)X(, ).

La continuité de pression/débit peut s’exprimer sous forme matricielle et dans le
domaine de Laplace :

X(b,s) = X(a,s) (D.2)
P(b)):((b, s) = P(a)X(a,s) )
X(b, s P(b)"'P(a)X(a,s)

La matrice qui donne ’expression de X(b, s) en fonction de X(a, s) est appelée J :
Xt(b,s) Xt(a,s)
. =J|-_)7 D.
(o) =1 (e 3
J=P((b)"'P(a) (D.4)
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D.2 Modification des entrées sorties

La matrice de transfert Jc qui donne la structure de KL est obtenue en modifiant
les entrées sorties de la matrice J (Modification de type T — Tv)

o) = (5 6) .

—1
J11 J12 1 0 1 det(J) J12
Jv = = — D.6
! < 0 1 ) <J21 Jm) oo (—J21 1 (B-6)
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Annexe E

Factorisation de
Kelly-Lochbaum

La décomposition en guide d’onde fait apparaitre, en appliquant la continuité de
pression et de débit a la jonction entre deux tubes, une matrice de transfert ne con-
tenant pas de retard. Les termes de cette matrice peuvent étre factorisés par une seule
fonction de réflexion R(s) qui posséde une dépendance en la variable de Laplace. Cette
forme permet de réduire le temps de calcul nécéssaire a la simulation numérique.

1+ R(s) VanY ~ R(s) P
+ +
¢ v T | ot STt
R(s) BR(s)
o1 ) by ok ®y
(% 1+ BR(s) i &

(a) (b)

FIGURE E.1 — (a) : Quadripdle factorisable en structure de Kelly-Lochbaum. (b) Struc-
ture de Kely-Lochbaum

EO)-Ca ) ED e
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