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Université Pierre et Marie Curie

Master 2 SAR
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Résumé

Le présent travail étudie la possible utilisation d’un microphone sphérique dans le cadre

d’applications relatives à l’enregistrement de réponses impulsionnelles de salles en multi-

canal. Nous chercherons à déterminer dans quelle mesure la description du champ sonore of-

ferte par le microphone sphérique est suffisante pour synthétiser des réponses impulsionnelles

possédant les caractéristiques spatiales et directionnelles des configurations microphoniques

les plus classiques. Après une brève introduction théorique, les compromis induis par les choix

structurels relatifs aux microphones sphériques seront évoqués, les opérations d’extrapolation,

de translation, de rotation et de contrôle de la directivité dans le domaine des harmoniques

sphériques seront décrites et la validité de ces opérations, dans un cadre pratique relatif à

l’utilisation d’un microphone sphérique, sera étudiée par le biais de simulations.
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Introduction

Le stage que j’ai entrepris cette année se déroule à l’IRCAM au sein de l’équipe « Espaces

acoustiques et cognitifs ». Comme le titre de mon stage l’indique, j’ai pour sujet l’étude et la

caractérisation du champ sonore dans les salles et son application au transcodage de réponses

impulsionnelles. Le contexte de ces 15 dernières années [Gar95], de par une généralisation de

la convolution dans le domaine des réverbérations numériques, rend ce sujet particulièrement

pertinent. En effet, les réverbérations à convolution d’aujourd’hui permettent d’atteindre des

degrés de réalisme sans précédent tout en restant raisonnables d’un point de vue calculatoire

(grâce aux algorithmes de transformées de Fourier rapides). Ceci dit, nous pouvons observer

un certain manque de flexibilité dans la mesure des dites réponses impulsionnelles, la cap-

ture de celles-ci gardant l’empreinte du système d’enregistrement utilisé. Parmi ces systèmes

d’enregistrement, nous pouvons entre autre citer les diverses configurations stéréophoniques

(AB, XY, OCT, ORTF. . . [SD85]) , les arbres microphoniques (Fukushima tree, Decca tree

[Ear04]) ou encore les têtes artificielles dédiées aux enregistrements binauraux.

Le but de ce stage est donc d’étudier la possibilité d’un enregistrement plus flexible per-

mettant de resynthétiser en différé ce qu’aurait capté l’un des systèmes de prise de son cité

précédemment. A cette fin, l’équipe s’est orientée vers l’utilisation d’un microphone sphérique.

Ce dernier est constitué d’un grand nombre de capsules permettant d’obtenir une descrip-

tion du champ sonore dans un domaine particulier, celui des « harmoniques sphériques ».

Nous reviendrons bien entendu en détail sur ce domaine, en attendant, notons qu’il s’agit

d’une décomposition spatio-fréquentielle du champ sonore pouvant être considérée de ma-

nière analogue à une transformée de Fourier dans un espace à trois dimensions. Les travaux

précédemment effectués au sein de l’IRCAM ont eux traité un cas similaire bien qu’inverse

[NCNW10]. Dans ces travaux l’analyse du champ sonore s’effectuait à l’aide d’un ensemble

de capsules organisées à la surface d’une sphère englobant les différentes sources sonores.
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Figure 1 – Diagramme représentant les différentes étapes nécessaires à la synthèse, à partir

d’un enregistrement réalisé via le microphone sphérique, d’une configuration microphonique

La figure 1 est un diagramme représentant les différentes étapes nécessaires afin de syn-

thétiser, à partir d’un enregistrement réalisé via le microphone sphérique, une configuration

microphonique donnée. Conséquemment, le travail proposé ici s’organisera selon plusieurs

axes. La première partie introduira la théorie et le formalisme relatif aux harmoniques sphé-

riques. Nous y introduirons aussi le "problème intérieur", ce dernier induisant qu’une connais-

sance de la pression en tous points à la surface d’une sphère nous permettrait d’extrapoler

un champ de pression en tous points à l’intérieur d’un volume sphérique exempt de source

sonore et concentrique à la sphère d’origine.

La seconde partie, correspondante aux deux premières cellules du diagramme, sera elle

consacrée à la structure même du microphone (rayon de la sphère, type, nombre et répartition

sur la surface de la sphère des capsules utilisées). Le microphone sphérique devant être réalisé

dans les prochains mois, il a été nécessaire de prendre en compte de nombreux paramètres,

relatifs au prix, à la performance ou encore à la fabrication du dit microphone. Il s’agira

donc d’effectuer un bref état de l’art des connaissances sur les schémas de discrétisation de la

sphère et sur les contraintes techniques relatives aux microphones sphériques. Pour ce faire,
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nous ferons référence aux principaux travaux des chercheurs actifs dans ces domaines.

Suite à cela, nous aborderons l’interpolation, l’extrapolation, la translation, la rotation, et

le contrôle de la directivité dans le domaine des harmoniques sphériques (troisième cellule du

diagramme). Nous évoquerons la théorie relative à chacune de ces opérations et nous mettrons

en évidence les limitations que celles-ci induisent en pratique en présentant le résultat de

simulations.

Enfin, nous entamerons une discussion prospective sur la possible utilisation du micro-

phone sphérique afin de synthétiser les caractéristiques des configurations stéréophoniques

les plus standard. Pour ce faire, nous présenterons des stratégies de synthèse mettant en jeu

une combinaison des opérations citées précédemment et nous réfléchirons aux contraintes que

ces stratégies impliquent.
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Chapitre 1

Aspects théoriques

La description du champ sonore dans le domaine des harmoniques sphériques s’obtient

via la résolution de l’équation des ondes en coordonnées sphériques. Nous aborderons ici cette

résolution puis nous nous détaillerons la partie radiale ainsi que la partie angulaire dont la

solution est composée.

1.1 Solution de l’équation des ondes en coordonnées sphé-

riques

La partie suivante résume brièvement la solution de l’équation des ondes en coordonnées

sphériques, le lecteur intéressé peut se référer aux ouvrages [Wil99] et [GD04] pour de plus

amples informations. L’équation des ondes en coordonnées cartésiennes est donnée par la

relation
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
+
∂2p

∂z2
− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0 , (1.1)

avec p(x, y, z, t) le champ de pression en fonction du temps, c la célérité des ondes acoustiques

dans le milieu considéré et t le temps.
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Figure 1.1 – Définition des coordonnées sphériques de manière relative aux coordonnées

cartésiennes (extrait de [Wil99])

Les relations entre coordonnées cartésiennes et sphériques (visualisables en 1.1) étant les

suivantes :

x = r sin θ cosφ , (1.2)

y = r sin θ sinφ , (1.3)

z = r cos θ , (1.4)

nous pouvons obtenir l’équation des ondes en coordonnées sphériques, soit :

1

r2
∂

∂r
(r2

∂p

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂p

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2p

∂φ2
− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0 . (1.5)

La résolution de cette équation nous donne comme solution

p(r, θ, φ, k) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

(amn (k)yn(kr) + bmn (k)jn(kr))Y m
n (θ, φ) (1.6)

pour les ondes stationnaires, et

p(r, θ, φ, k) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

(cmn (k)h(1)n (kr) + dmn (k)h(2)n (kr))Y m
n (θ, φ) (1.7)

pour les ondes propagatives (voir annexe A pour le détail des calculs).

k est ici le nombre d’onde (soit 2πf
c
, avec f la fréquence), jn et yn sont les fonctions de

Bessel de première et seconde espèce, h(1)n et h(2)n sont les fonctions de Hankel de première et
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seconde espèce, Y m
n sont les harmoniques sphériques, amn , bmn , cmn et dmn sont les coefficients

spatiaux de la décomposition du champ sonore.

Nous présenterons en détail les composantes de cette solution dans la partie suivante.

Ceci dit, nous pouvons d’ores et déjà remarquer que cette solution est formée à partir d’une

composante angulaire dépendante de θ et φ et d’une composante radiale dépendante de r.

1.2 Composante angulaire

Les fonctions angulaires (A.6) et (A.8) peuvent être combinées en une fonction Y m
n nom-

mée "harmonique sphérique" :

Y m
n (θ, φ) =

√
(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)eimφ , (1.8)

avec Pm
n les polynômes de Legendre de première espèce.

Figure 1.2 – Harmoniques sphériques réelles pour n = 0, 1, 2 et m = −n, ..., n

Deux caractéristiques relatives aux harmoniques sphériques sont d’une grande importance

dans le cadre de ce travail, notons dans un premier temps qu’une fonction g(θ, φ) de carré

sommable peut être décomposée en une somme d’harmoniques sphériques :

g(θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn Y
m
n (θ, φ) , (1.9)
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et dans un second temps, notons que les harmoniques sphériques sont orthonormales les unes

aux autres, c’est à dire∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

Y m
n (θ, φ)Y m′

n′ (θ, φ)∗ sin θdθ = δnn′δmm′ . (1.10)

En mathématique, une terminologie est souvent utilisée afin de parler des harmoniques

sphériques. En effet, les harmoniques sont dit zonaux lorsquem = 0, sectoriels quand |m| = n

et tessereaux si 0 < |m| < n.

1.3 Fonction radiale

Comme son nom l’indique, la fonction radiale est relative au rayon de la sphère considérée.

Cette fonction est basée sur les fonctions de Bessel ou de Hankel sphériques (Voir annexe B

pour plus d’informations sur ces fonctions). Les trois premières fonctions de Bessel sphériques

de première et de seconde espèce sont représentées sur la figure 1.3.
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Figure 1.3 – Les trois premières fonctions de Bessel jn et yn

Nous pouvons dès à présent remarquer que les harmoniques sphériques d’ordre élevé

(et donc de plus grande variabilité angulaire) sont associées aux fonctions radiales dont le

maximum apparait à de grandes distances, la résolution angulaire allant ainsi de paire avec

l’expansion radiale. Nous pouvons aussi observer que la fonction jn est la seule des quatre

fonctions définies précédemment à être finie en kr = 0, ceci aura une certaine importance

dans la partie suivante, lorsque nous évoquerons le "problème intérieur".
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1.4 Le problème intérieur

Le problème intérieur peut être représenté par la figure 1.4. Dans le cadre de ce problème,

les sources sonores sont situées à l’extérieur d’une sphère de rayon rmax. Nous cherchons à

caractériser le champ sonore à l’intérieur de cette sphère qui constitue le domaine de validité.

Dans la mesure où le domaine ne comprend pas de source sonore et où la fonction yn n’est

pas finie en kr = 0, le champ acoustique peut être caractérisé par

p(r, θ, φ, k) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn (k)jn(kr)Y m
n (θ, φ) . (1.11)

En multipliant les deux membres de cette équation par Y m′

n′ (θ, φ)∗, et en intégrant sur la

surface d’une sphère de rayon rd nous pouvons facilement utiliser la propriété d’orthogonalité

des harmoniques sphériques (1.10) et ainsi trouver

bmn (k) =
1

jn(krd)

∫ ∫
p(r, θ, φ)Y m

n (θ, φ)∗ sin θdθdφ . (1.12)

A partir de maintenant, et pour faciliter la lecture, nous omettrons de noter la dépendance

des coefficients bmn au nombre d’onde k.

Si nous connaissons la pression acoustique sur l’une des sphère de rayon rd ≤ rmax, nous

pouvons donc calculer les coefficients bmn et les réinjecter par la suite dans l’équation (2.2).

Une fois les coefficients déterminés, il est donc possible d’obtenir la pression acoustique en

tous points de notre domaine de validité.

rm
ax

Region of

validity

Figure 1.4 – Représentation du problème intérieur
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1.5 Modèles de sources sonores dans le domaine des har-

moniques sphériques

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, l’obtention des coefficients bmn suffit à

décrire le champ sonore en présence. Via le principe de superposition acoustique, nous pou-

vons percevoir le champ acoustique global comme la somme des champs acoustiques associés

à chaque source sonore. A chacune de ces sources correspond donc un jeu de coefficients bmn ,

ce dernier pouvant être déterminé analytiquement pour les deux modèles d’ondes sonores les

plus typiques à savoir l’onde plane et l’onde sphérique.

Via les dérivations détaillées en [Zot09], nous avons en effet :

bmn = 4πinY m
n (θs, φs) (1.13)

pour une onde plane, et :

bmn = −ikh(2)n (krs)Y
m
n (θs, φs) (1.14)

pour une onde sphérique, avec (θs, φs, rs) les coordonnées sphériques de la source sonore et

i =
√
−1.

Dans les applications relatives au microphone sphérique, on considèrera souvent l’onde

comme plane lorsque krs > 1 [Zot09], cette approximation se justifie par la diminution de la

courbure du front d’onde à mesure que la distance parcourue par celui-ci augmente.
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Chapitre 2

Le microphone sphérique

Lors de la partie précédente, nous avons pu constater que la résolution du problème in-

térieur nous demandait de connaitre la pression en tous points à la surface d’une sphère. En

pratique, nous ne disposons pas de dispositif nous permettant d’obtenir ce type d’informa-

tions, nous pouvons au mieux élaborer, à partir d’un réseau de capsules microphoniques, un

microphone sphérique nous permettant d’obtenir des valeurs de pression à sa surface en un

ensemble fini de points. Dans cette partie, nous nous concentrerons sur le passage de la théorie

à la pratique en étudiant les contraintes relatives à l’utilisation d’un microphone sphérique.

Nous présenterons ainsi la version "discrète" de la transformée en harmonique sphérique puis

nous étudierons en détail l’influence de la structure du microphone sur les résultats obtenus.

2.1 Transformée en harmoniques sphériques discrète

En pratique, nous discrétisons cette sphère et nous ne connaissons ainsi la pression à sa

surface que sur un ensemble fini de points, ceci ayant pour effet de limiter l’ordre maximum

de la décomposition à un nombre N . En notant :

ψnm(r) = bmn jn(kr) , (2.1)

Il vient alors

p̂(r0, θ, φ) =
N∑
n=0

n∑
m=−n

ψnm(r0)Y
m
n (θ, φ) . (2.2)

Le problème peut donc s’écrire sous la forme matricielle

pN = YNψN , (2.3)
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avec :

YN =



y0,0(θ1) y−1,1(θ1) ... yN,N(θ1)

y0,0(θ2) y−1,1(θ2) ... yN,N(θ2)

...
...

...
...

y0,0(θL) y−1,1(θL) ... yN,N(θL)


, (2.4)

(2.5)

ψN = [ψ0,0 ψ−1,1 ... ψN,N ]T ,

p = [p(θ1) p(θ2) ... p(θL)]T ,

et en notant θl les coordonnées (θl, φl) de la lième capsule et L le nombre de capsules.

Afin de déterminer les coefficients ψN à partir de pN il est donc nécessaire de procéder

à une inversion de la matrice YN . La difficulté réside dans le fait que cette matrice est dans

certains cas mal conditionnée, ceci empêchant une inversion directe. Afin de contourner ce

problème nous utilisons la décomposition en valeurs singulières de YN :

YN = USV T . (2.6)

S est une matrice diagonale comportant les valeurs singulières de YN , et U et V sont

deux matrices orthogonales contenant respectivement les vecteurs singuliers de gauche et de

droite. La diagonale de la matrice S peut être arrangée de manière à ce que ses valeurs soient

organisées selon un ordre croissant, et nous pouvons tronquer la matrice S (et respectivement

U et V ) de manière à ne garder que les K valeurs singulières significatives (les valeurs égales

ou proches de zéro étant négligeables). En notant S̃, Ũ et Ṽ les matrices tronquées, nous

pouvons écrire la pseudo inverse de la matrice YN , soit :

Y †N = Ṽ S̃−1ŨT . (2.7)

La solution du système d’équations linéaires peut enfin s’écrire

ψ̃N = Y †Np . (2.8)

En fonction des dimensions de YN , et du nombre de valeurs singulières K retenues, nous

pouvons remarquer trois situations distinctes [NZK09] :
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– K = (N + 1)2 ≤ L : "Transformée en harmoniques sphériques discrète" (DSHT), la

pseudo-inverse procure une analyse en harmonique sphérique exacte.

– K = L ≤ (N + 1)2 : "Interpolation en harmoniques sphériques discrète" (DSHI), la

pseudo-inverse agit comme un interpolateur, qui procure une représentation exacte des

points de mesure.

– K < min[(N + 1)2, L] :"Approximation en harmoniques sphériques discrète" (DSHA),

l’inversion ne procure ni une transformation ni une interpolation exacte.

2.2 Discrétisation de la sphère

Afin d’obtenir une transformée en harmonique discrète avec un nombre minimal de points

de mesures, il est nécessaire de maximiser K. Pour ce faire, la sphère doit être discrétisée de

la manière la plus uniforme possible. Les solides de Platon (Fig. 2.1) discrétisent la sphère

uniformément, cependant, ils ne sont que 5 et ont un nombre de sommets culminant à 20

pour le dodécaèdre.

Figure 2.1 – Les 5 solides de Platon (extrait de [Wik07a])

20 points de mesure n’est pas un nombre suffisant si nous désirons travailler à des ordres

d’harmoniques sphériques élevés, il est donc nécessaire de proposer des solutions alternatives.

A cette fin, les méthodes suivantes sont souvent proposées [NZK09] :

– Extremal points for hyperinterpolation [SW03]

– Spiral points [RSZ94]

– Equal-area partition [SK97]

– HEAlPix [GHB+05]

– Gauss-Legendre scheme [Sne94]

– Equi-distant cylindrical grid [RSZ94]

– Equi-angle grid [DH94]
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Tout ces schémas de discrétisation ont la possibilité de mettre en jeu un grand nombre

de sommets, cependant, ils ne sont pas strictement uniformes. Aucune de ces méthodes n’est

parfaite, il faudra donc choisir la solution optimale en fonction de nos attentes (DSHT ou

DSHI).

Figure 2.2 – Comparaison des divers schémas de discrétisation (Extrait de [NZK09])

La figure 2.2 étudie, pour une transformée à l’ordre 9, le type de résultat obtenu (DSHT,

DSHI ou DSHA) en fonction du schéma de discrétisation utilisé et du nombre de points de

discrétisation en jeu. Via l’observation de cette figure, nous pouvons remarquer que l’hyper-

interpolation est le schéma permettant d’obtenir une DSHT avec le moins de points possible.
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En effet, la DSHT est obtenue dès 100 points, ce qui correspond à (N+1)2 (pour N = 9) soit

le minimum théorique. La DSHT étant l’objectif visé dans le cadre d’applications relatives

au microphone sphérique, nous avons dans la suite de notre travail privilégié ce schéma en

l’utilisant dans l’ensemble des simulations effectuées.

2.2.1 Hyperinterpolation

L’hyperinterpolation en tant que schéma de discrétisation sur la sphère est liée aux travaux

se basant sur la théorie des systèmes extrêmes [SW01, SW03]. En considérant une sphère unité

S2, {x1, ...,xd} l’ensemble des points discrétisant la sphère, et {φ1, ..., φdn} une base de dn

polynomes sphériques sur Pn(Sr) (l’espace des polynômes sphériques de degré égal à n au

plus), un système est dit extrême s’il est constitué de dn points maximisant le déterminant

de la matrice φi(xj)dni,j=1.

Le problème de la discretisation de la sphère peut être vu comme la maximisation de la

distance minimale entre les différents points de discretisation. Les travaux sur les systèmes

extrêmes à la surface de la sphère cités précédemment ont abouti à un certain nombre de

résultats, à savoir :

– La démonstration d’une distance géodésique minimum entre les points supérieure à

π/(2n).

– Une conjecture émettant l’hypothèse que cette distance minimum serait en réalité su-

périeure à π/n.

– La démonstration que la distance maximum entre un point et le point lui étant le plus

proche n’est pas plus grande que cos−1(zn), avec zn la plus grande racine de Pn/2 et Pn

le polynôme de Legendre d’ordre n.

Des algorithmes complexes ont été proposés afin de calculer des systèmes de points répondant

à la définition d’un système extrême [RS85], une base de donnée est cependant disponible

à l’adresse : http://web.maths.unsw.edu.au/~rsw/Sphere/Extremal/index.html, les co-

ordonnées des points de discretisation y étant disponibles pour des systèmes allant jusqu’à

l’ordre 191.

20

http://web.maths.unsw.edu.au/~rsw/Sphere/Extremal/index.html


2.3 Aliasing spatial

La discrétisation de la pression sonore à la surface de la sphère introduit une limite

fréquentielle fal supérieure dans l’estimation des coefficients spatiaux. Cette limitation est

liée au critère de Shannon et nous parlons donc d’aliasing spatial, la fréquence d’aliasing

pouvant être définie par [BDM06] :

fal =
c

2Rγ
, (2.9)

avec c la vitesse de propagation des ondes acoustiques dans le milieu considéré, R le rayon

de la sphère microphonique et γ l’angle maximum entre les différents capteurs.

Une fois la transformée en harmoniques sphériques effectuée, cette limitation a pour effet

de replier les composantes spatiales dont la description nécessite un ordre élevé (supérieur à

l’ordre de troncation) à des ordres inférieurs [RWB07].

2.4 Configuration de la sphère

2.4.1 Sphère ouverte à microphones omnidirectionnels

Les aspects théoriques développés dans la partie précédentes considéraient des mesures de

la pression idéale en des points infinitésimalement petits, ceci de manière à ce que la mesure ne

perturbe aucunement le champ sonore en présence. En pratique, afin de se rapprocher le plus

possible de cette situation idéale, l’approche naturelle consisterait à utiliser des microphones

à pression (omnidirectionnels) disposés sur une sphère vide.

Nous pouvons d’ores et déjà souligner qu’en réalité les microphones à pression ne sont

pas parfaitement omnidirectionnels (surtout en haute fréquence), qu’ils sont sujets à un bruit

thermodynamique, et que de par leur taille, ils perturbent le champ sonore et mesurent la

pression acoustique en un volume fini.

Un microphone sphérique ouvert à microphones omnidirectionnels est soumis à la relation

[BR07] :

χmn (krd) = ψmn (krd) = bmn jn(krd) , (2.10)

avec χmn (krd) égale à la DSHT des valeurs mesurées en sortie des microphones et ψmn (krd)

équivalente à la pression dans le domaine des harmoniques sphériques.
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Afin de retrouver les coefficients bmn il est donc nécessaire de procéder à une inversion

de la fonction de Bessel. Cette opération de filtrage inverse pose en pratique des problèmes

lorsque krd est égale à l’une des racines de jn(kr). C’est une limitation majeure dans la

mesure où elle réduit les bandes de kr exploitables à celles ne contenant pas de de racines

de fonctions de Bessel. Nous utiliserons la terme "fonction holographique" pour qualifier la

composante dépendante du rayon d’évaluation, il s’agit ici de jn(krd), le filtre holographique

étant différent suivant la configuration du microphone sphérique, les différentes possibilités

seront résumées en 2.4.8. Au delà de l’impossibilité d’une division par zéro, notons aussi que

ce filtrage peut impliquer de très fortes amplifications, notamment en basses fréquences pour

les ordres élevés et au voisinage des racines des fonctions de Bessel. La figure 2.3 indique la

nécessité d’une amplification de plus de 70dB à 100Hz pour N = 2, ceci étant démesuré en

situation réelle à cause du bruit thermodynamique auquel sont soumis les microphones. Nous

étudierons dans les parties suivantes les solutions possibles à ce problème.
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Figure 2.3 – Filtre holographique d’une sphère ouverte pour n allant de 0 à 3
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2.4.2 Omission des bandes fréquentielles inexploitables

Cette solution a été proposée par Abhyapala [Abh08], elle consiste à ne calculer les coef-

ficients que sur les bandes de fréquences ne faisant pas intervenir les racines des différentes

fonctions de Bessel, pour retrouver par la suite les valeurs omises par extrapolation. Pour ce

faire, Abhyapala propose le développement des coefficients bmn (k) via des séries de Fourier-

Bessel, de cette manière

bmn (k) =
∞∑
l=1

krdanmljn

(
znl
ku
k

)
, (2.11)

avec anml les coefficients du développement en série de Fourier-Bessel, znl la lième racine de

la fonction de Bessel d’ordre n et 0 < k < ku la bande de fréquence considérée.

En disposant d’un nombre suffisant d’échantillons fréquentiels q permettant d’éviter le

voisinage de l’une des racines des fonctions de Bessel, nous pouvons utiliser la relation :

anml ≈
2

k3uj
2
n+1(zl)

Q∑
q=1

bmn (kq)jn(
znl
ku
kq)k

2
q∆kq , (2.12)

avec ∆kq l’interval fréquentiel entre le qième et le qième+1 échantillon. Nous avons donc obtenu

les coefficients du développement en série de Fourier-Bessel qui, une fois réinjectés dans (2.11)

permettent de calculer les coefficients bmn pour tout k.

2.4.3 Sphère ouverte à microphones cardioïdes

Une autre solution consiste à s’écarter du modèle initial en utilisant des microphones

cardioïdes (ordre 1) plutôt que des microphones omnidirectionnels (ordre 0). Nous obtenons

donc en sortie du microphone une combinaison de la vitesse et de la pression acoustique au

point de mesure ce qui nous donne, avec νmn (krd) la vitesse dans le domaine des harmoniques

sphériques, la relation [BR07] :

χmn (krd) = ψmn (krd)− ρ0cνmn (krd) = bmn [jn(krd)− ij′n(krd)] . (2.13)

La différence entre la fonction de Bessel et sa dérivée ne s’annulant pas, une division de

χmn (krd) par cette différence est donc tout à fait faisable numériquement, ceci nous permettant

d’accéder aux coefficients bmn . Le problème de cette configuration réside dans le choix même

du microphone d’ordre 1, qui de par sa construction plus complexe s’écarte davantage du

microphone idéal (Rapport Signal/Bruit (RSB) plus élevé, directivité variant drastiquement
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Figure 2.4 – Filtre holographique d’une sphère ouverte à microphones cardioïdes pour n

allant de 0 à 3

avec la fréquence). L’obtention de microphones de bonne qualité demanderait un investisse-

ment financier plus important que dans les cas de microphones omnidirectionnels, ce qui est

un paramètre à prendre en compte dans le cas d’un microphone d’ordre supérieur constitué

de plusieurs dizaines de capsules.

2.4.4 Sphère fermée à microphones omnidirectionnels

Nous pouvons aussi, en violant les conditions du problème intérieur, placer les micro-

phones autour d’une sphère rigide, il s’agit de l’approche proposée dans [Ple09]. Nous nous

retrouvons ainsi dans une configuration hybride entre problème intérieur et problème exté-

rieur. Les effets de diffraction dûs à la sphère peuvent cependant être pris en compte en

utilisant, avec rk le rayon du noyau sphérique rigide, la relation [BR07] :

χmn (krd) = ψmn (krd) = bmn [jn(krd)−
j′n(krk)

h
′(2)
n (krk)

h(2)n (krd)] . (2.14)

Ici encore, l’inversion ne pose plus de problème car les deux seuls zéro interviennent en
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kr = 0 et kr = ∞. De plus, les effets de diffraction dûs à la présence physique du dispositif

sont ici pris en compte par le modèle. Ceci n’est pas le cas pour la configuration avec sphère

ouverte où la simple présence des capsules et de l’armature les soutenant engendrera des

effets de diffraction non négligeables en haute fréquence
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Figure 2.5 – Filtre holographique d’une sphère fermée à microphones omnidirectionnels

pour n allant de 0 à 3

Certaines limitations doivent cependant être soulignées, les réflexions à la surface de la

sphère rigide sont certes prises en compte dans le calcul du champ sonore, mais des artefacts

peuvent apparaitre si ces réflexions viennent à se refléter une seconde fois à la surface d’un

des obstacles présents dans la pièce et sont enregistrées de nouveau par les microphones. Pour

une majorité d’applications, ces artefacts sont négligeables (à condition que la sphère soit de

rayon suffisamment petit), mais si le but de l’enregistrement est d’effectuer une mesure précise

du champ sonore dans un contexte scientifique, ces derniers doivent être pris en considération.

Une autre limitation réside dans le fait qu’en pratique la sphère utilisée ne sera pas parfai-

tement rigide, et l’approximation faite par ce modèle risque de grandir au fur et à mesure que

nous descendons dans les basses fréquences. Afin de palier à ce problème, l’une des solutions
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pourrait être d’intégrer l’impédance du matériau constituant la sphère dans notre dernière

relation. En comparant les figures 2.4 et 2.5, nous pouvons aussi remarquer que cette configu-

ration impose une amplification légèrement plus forte en basses fréquences. Il s’agirait donc

d’étudier le compromis entre l’amplification plus faible d’une sphère à capsules cardioïdes, et

la qualité globalement meilleure des composants constituant la sphère microphonique rigide

à capsules omnidirectionnelles.

2.4.5 Sphère fermée à microphones cardioïdes
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Figure 2.6 – Filtre holographique d’une sphère fermée à microphones cardioïdes pour n

allant de 0 à 3

Cette configuration est une combinaison des deux précédentes, il est évident que dans

ce cas le rayon de la sphère microphonique doit être plus grand que le rayon de la sphère

rigide afin que l’arrière des capsules cardioïdes ne soit pas encastré dans la sphère. En effet,

ceci ferait perdre aux capsules leurs directivité dans la mesure où les microphones cardioïdes

tirent cette dernière d’une ouverture à l’arrière de leur capsule. Cette configuration induit la

26



relation [BR07] :

χmn (krd) = [jn(krd)− ij′n(krd) + (ih
′(2)
n (krd)− h(2)n (krd))

j′n(krk)

h
′(2)
n (krk)

]bmn . (2.15)

Nous pouvons en quelque sorte considérer cette configuration comme hybride entre la

configuration à sphère rigide et celle à capsules cardioïdes. En étudiant l’équation (2.15) nous

pouvons remarquer que celle-ci devient égale à l’équation (2.10) dans le cas ou rk = rd, ceci

confirme mathématiquement le fait que les capsules deviennent quasi omnidirectionnelles si

ces dernières sont encastrées dans la sphère rigide. Inversement, un noyau rigide suffisamment

petit devant la sphère de mesure et la longueur d’onde considérée serait négligeable, ce qui

aurait pour conséquence de nous faire tendre vers une configuration à sphère ouverte.

2.4.6 Double sphère

Comme nous avons pu le remarquer précédemment, la configuration comportant une

sphère vide n’est utilisable que sur une bande de fréquence réduite où aucune des fonctions

de Bessel en jeu n’est susceptible de s’annuler. Afin de remédier à ce problème tout en gardant

le design d’une sphère vide, l’une des solutions est d’utiliser plusieurs sphère microphoniques

concentriques mais de rayon différent [BR07]. En effet, les racines de jn(kr) se situant à des

fréquences dépendantes du rayon de la sphère considérée, si le ratio entre les deux rayons

est bien choisi, nous disposerons toujours d’au moins une mesure correcte quelle que soit la

fréquence. Nous introduisons pour ce faire le paramètre de sélection suivant (avec α, le ratio

entre le rayon des deux sphères) :

βn(kr) =

0, si |jn(kr)| ≥ |jn(αkr)|

1, si |jn(kr)| < |jn(αkr)|

Via l’intermédiaire de ce paramètre nous pouvons maintenant écrire :

χmn (krd) = [(1− βn(krd))jn(krd) + βn(krd)jn(αkrd)]b
m
n [BR07]. (2.16)

Une grande attention doit cependant être portée dans le choix des deux rayons afin que

les fonctions de Bessel ne s’annulent qu’en des zones fréquentielles strictement différentes.

Plusieurs travaux dédiés à l’optimisation du paramètre α ont d’ores et déjà vu le jour et une
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valeur optimale de 1, 2 a été proposée dans [BR07], cette valeur a été conservée dans l’en-

semble des simulations que nous avons effectuées mettant en jeu une double sphère ouverte.

La figure 2.8 indique certains des résultats obtenus par le biais d’une simulation visant à

étudier les bénéfices d’une telle méthode. Nous simulons dans un premier temps la réponse de

deux microphones sphériques concentriques soumis au champ sonore d’une source ponctuelle

C, le bruit thermodynamique des capsules étant reproduit par l’ajout d’un bruit blanc gaus-

sien. Nous disposons à l’issue de cette simulation de deux jeux de coefficients bmn dont nous

calculons l’erreur par rapport à la solution analytique donnée par le modèle d’une source

ponctuelle décrit par l’équation (1.14). Les deux premières courbes de la figure 2.8 nous

permettent de visualiser l’erreur à l’ordre 0 en fonction de la fréquence pour chaque sphère,

nous pouvons notamment y visualiser les extremums de cette erreur au voisinage des racines

des fonctions de Bessel. La troisième courbe conserve pour chaque fréquence l’information

issue de la sphère bénéficiant du meilleur rapport signal bruit, nous observons qu’il est ainsi

possible d’amoindrir le niveau du bruit sur une large bande de fréquences.
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Figure 2.8 – Illustration des bénéfices de la méthode basée sur l’utilisation d’une double

sphère. Les deux premières figures représentent l’erreur en dB sur l’estimation des coefficients

spatiaux pour des sphères de rayon différent, la dernière figure représente l’erreur en dB

lorsque les informations issues des deux sphères sont recoupées.

2.4.7 Double sphère rigide-ouverte

La figure 2.7 permet de visualiser les filtres holographiques correspondant à des sphères

fermées de différent rayon. Nous pouvons remarquer que l’amplification exigée par ces filtres

augmente à mesure que nous descendons en basses fréquences et qu’une sphère de rayon

réduit exige une plus forte amplification dans les basses fréquences qu’une sphère de rayon

plus important. Les microphones étant notamment soumis à un bruit thermodynamique, nous

avons précédemment pu souligner la nécessité d’éviter les trop fortes amplifications. Il existe

donc une limite fréquentielle inférieure à partir de laquelle il n’est plus possible d’obtenir des

coefficients avec une assez grande fidélité, cette limite inférieure descendant à mesure que le

rayon de la sphère augmente.

Par ailleurs, nous avons aussi mentionné la relation déterminant la fréquence d’aliasing
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spatial (2.9), cette fréquence étant inversement proportionnelle au rayon de la sphère. Il existe

donc deux limites fréquentielles, une inférieure et une supérieure, toutes deux dépendantes

du rayon de la sphère. Une sphère de rayon important sera donc plus adaptée aux basses

fréquences, et une sphère de petit rayon sera plus adaptée aux fréquences élevées.

Le dispositif proposé en [JPvS06] réside dans l’utilisation de deux sphères de rayon diffé-

rent ayant pour centre un noyau rigide. La plus petite des deux sphères est ainsi utilisée afin

d’obtenir les coefficients aux fréquences les plus élevées, et inversement, la plus grande des

sphères est utilisée en basses fréquences. Il est ainsi possible d’étendre globalement la bande

de fréquences sur laquelle le microphone sphérique reste opérationnel.

2.4.8 Résumé sur les filtres holographiques

Afin de faciliter la lecture dans la suite de ce travail, nous pouvons introduire la fonction

Holon(rk, rd, k), cette dernière représente génériquement le filtre holographique. Comme nous

avons pu le voir, le filtre holographique est dépendant du type de microphone sphérique utilisé,

pour résumer :

Ξn(rk, rd, k) =



jn(krd), ouverte omni.

jn(krd)− ij′n(krd), ouverte cardio.

jn(krd)− j′n(krk)

h
′(2)
n (krk)

h
(2)
n (krd) fermée omni.

jn(krd)− ij′n(krd) + (ih
′(2)
n (krd)− h(2)n (krd))

j′n(krk)

h
′(2)
n (krk)

fermée cardio.

(2.17)

2.5 Commutation de l’ordre

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence que l’estimation des coefficients

spatiaux obtenus via un microphone sphérique était optimale en une bande de fréquences

donnée. Cette bande de fréquences est entre autre dépendante de l’ordre de la décomposition,

comme nous pouvons le constater sur les figures 2.3 2.4 2.5 2.6 , l’amplification en basses

fréquences exigée par les filtres holographiques est de plus en plus forte à mesure que l’ordre

augmente.
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La figure 2.9 nous permet quant à elle de visualiser l’évolution des fonctions de Bessel

de première espèce en fonction de leur ordre pour kr = (2, 10, 20). Nous nous apercevons

que ces fonctions décroissent de manière exponentielle pour n > kr après avoir oscillé pour

0 < n < kr. En replaçant cette observation dans le cadre de la description dans le domaine

des harmoniques de l’onde plane ainsi que de l’onde sphérique données précédemment (1.14)

(1.13), nous pouvons en conclure que les composantes spatiales significatives sont bornées

par n ≤ kr.

Fort des deux remarques précédentes il est donc possible d’émettre l’idée selon laquelle

de meilleurs résultats pourraient être obtenus en considérant un ordre de décomposition

particulier pour chaque bande de fréquences. A cette fin, la règle informelle suivante a été

proposée [DZG04] :

n = bkrc+ 1 . (2.18)

Cette méthode reste cependant à améliorer car des artefacts sont pour l’instant obser-

vables lorsque deux bandes de fréquences adjacentes sont traitées avec des ordres de dé-

composition distincts. Afin de résoudre ce problème, certaines pistes devront dans le futur

être explorées, nous pourrions par exemple effectuer des fondus enchainés entre les bandes

fréquentielles afin de lisser les transitions.
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Chapitre 3

Opérations dans le domaine des

harmoniques sphériques

Dans cette partie, nous étudierons certaines opérations pouvant être effectuées dans le

domaine des harmoniques sphériques à savoir l’interpolation, l’extrapolation, la translation,

la rotation et le contrôle de la directivité. Nous présenterons tout d’abord la théorie relative

à ces opérations puis nous présenterons les résultats de simulations visant à estimer l’erreur

induite par rapport au résultat escompté.

3.1 Interpolation

L’une des opérations les plus simples à effectuer à partir des valeurs fournies par les

différents capteurs à la surface de la sphère est une opération d’interpolation. Il est ainsi

possible d’obtenir des valeurs de même nature que celles issues des capteurs, ceci en tous

points sur la sphère de mesure.

Soit g(θl, φl), avec l = 1, ..., L, une fonction à la surface de notre microphone sphérique

discrétisée par les L capsules constituant notre dispositif. Nous pouvons à partir de ces

données calculer une transformée en harmoniques sphériques discrète

χmn = DSHTN(g(θl, φl)) , (3.1)

nous avons ainsi accès aux coefficients χmn pour n = 0, ..., N et m = −n, ..., n. En effectuant
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une transformé en harmoniques sphériques discrète inverse, à savoir :

g(θ, φ) =
N∑
n=0

n∑
m=−n

χmn Y
m
n (θ, φ) , (3.2)

nous obtenons désormais une version continue mais à résolution spatiale limitée de g.
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Figure 3.1 – Erreur de recomposition en fonction de la fréquence pour un microphone

sphérique de rayon égal à 4 cm

En d’autres termes, le procédé décrit précédemment met en oeuvre une décomposition

puis une recomposition sur la sphère. Les figures présentes en 3.1 sont issues d’une simulation

permettant de comparer l’erreur entre la fonction recomposés et la fonction exacte en un point

à la surface de la sphère. Ces simulations ont été effectuées avec une sphère ouverte de rayon
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égal à 0.04 m et une fréquence d’échantillonnage de 96 kHz. Le schéma de discrétisation choisi

fut le schéma d’Hyperinteprolation d’ordre 15 (256 capsules), nous avons volontairement sur-

échantillonné spatialement la sphère afin de minimiser les effets d’aliasing et nous avons omis

de simuler le bruit thermodynamique relatif aux capsules microphoniques, ces précautions

ont été prises afin de pouvoir observer l’influence de l’ordre de la décomposition sur l’opéra-

tion d’interpolation dans des conditions idéales. Nous pouvons par ce biais observer la nature

des dégradations relatives à une limitation de l’ordre dans le domaine des harmoniques sphé-

riques, il y a effectivement une altération des résultats à mesure que la fréquence augmente

et que l’ordre de troncation diminue. L’expression de la source ponctuelle en coordonnées

cartésiennes donnée en C a été utilisée afin de calculer la réponse impulsionnelle relative à

chaque capsule et a aussi servi de référence afin de calculer l’erreur de recomposition.

3.2 Extrapolation

Si l’opération d’interpolation nous permet d’obtenir des valeurs à la surface de notre mi-

crophone sphérique entre les différents points de mesure, une extrapolation nous permettrait

de nous désolidariser de la surface de la sphère pour obtenir des valeurs de pression en tous

points dans un volume donné. L’opération d’extrapolation que nous allons tenter de décrire

est en grande partie basée sur la résolution du problème intérieur, ceci dit, nous nous inscri-

rons ici dans un contexte pratique lié à l’utilisation d’un microphone sphérique et prenant en

compte les diverses structures dont il peut être issu.

Il est dans un premier temps nécessaire de compenser les coefficients spatiaux χmn obtenus

en fonction du rayon et de la structure du microphone sphérique utilisé. Cette compensation

peut être résumée par l’opération de filtrage inverse

bmn (k) =
χmn (k)

Ξn(rk, rd, k)
. (3.3)

Ce filtrage nous donne accès aux coefficients bmn pouvant enfin être injectés dans

p(θ, φ, r, k) =
N∑
n=0

n∑
m=−n

bmn (k)jn(kr)Y m
n (θ, φ) , (3.4)

Avec p(θ, φ, r, k) la pression dans un domaine de validité semblable à celui en jeu dans le

cas du problème interieur, à savoir, la plus grande sphère concentrique à la sphère de mesure

ne contenant pas de sources sonores.
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Figure 3.2 – Erreur d’extrapolation pour des ordres de troncation de 5, 10, 15 et 20

La figure 3.2 est issue d’une simulation dédiée à l’évaluation des erreurs induites lors d’une

extrapolation. Ces simulations ont été effectuées avec une sphère ouverte de rayon égal à 0.04

m et une fréquence d’échantillonnage de 96 kHz. Le schéma de discrétisation choisi fut le

schéma d’Hyperinteprolation d’ordre 25 (676 capsules), nous avons volontairement suréchan-

tillonné spatialement la sphère afin de minimiser les effets d’aliasing et nous avons omis de

simuler le bruit thermodynamique relatif aux capsules microphoniques, ces précautions ont

été prises afin de pouvoir observer l’influence de l’ordre de la décomposition sur l’opération

d’extrapolation dans des conditions idéales.L’expression de la source ponctuelle en coordon-

nées cartésiennes donnée en C a été utilisée afin de calculer la réponse impulsionnelle relative

à chaque capsule et a aussi servi de référence afin de calculer l’erreur de recomposition.

Le microphone sphérique utilisé étant de type ouvert, nous pouvons remarquer des pics

d’erreurs correspondant à une division par 0 occasionnée par les fonctions de Bessel. Le

facteur r n’étant plus fixé comme dans le cas de l’interpolation, il est nécessaire de considérer
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la dépendance du terme jn(kr) (issu de (3.4)) au produit du nombre d’onde et du rayon

d’extrapolation. La limite fréquentielle supérieure soulignée dans la section précédente est

ainsi relative au rayon d’extrapolation, un compromis devant être trouvé entre des valeurs

de k et de r élevées, ceci afin de minimiser l’erreur lors de la recomposition.

3.3 Translation

Lors des parties précédentes, nous avons considéré pour les raisons de simplicité l’origine

du repère comme point de référence. Nous pouvons en réalité considérer tout autre point

de l’espace comme centre de décomposition. Nous introduisons pour ce faire la notation

suivante :

ψ(r) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn R
m
n (r − r∗) , (3.5)

avec

Rm
n = jn(kr)Y m

n (θ, φ) , (3.6)

et r∗ le centre de décomposition.

En considérant les points r∗1 et r∗2 comme deux centres de décomposition distincts, nous

obtenons alors

ψ(r) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn (r∗2)Rm
n (r − r∗1) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn (r∗2)Rm
n (r − r∗2) . (3.7)

Dès lors, la question de la translation se pose, comment connaitre les coefficients d’une

décomposition en un point de l’espace à partir des coefficients connus en un autre point ? En

supposant que l’on puisse décomposer Rm
n (r − r∗1) en prenant comme base Rm

n (r − r∗2), il

vient

Rm
n (r − r∗1) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(R|R)m
′m

n′n R
m
n (r − r∗2) . (3.8)

Via la dernière équation, nous pouvons successivement modifier l’expression du champ de
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pression centré sur r∗1 de la manière suivante :

ψ(r) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn (r∗1)Rm
n (r − r∗1) , (3.9)

=
∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn (r∗1)
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(R|R)m
′m

n′n R
m
n (r − r∗2) , (3.10)

=
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

[ ∞∑
n=0

n∑
m=−n

(R|R)m
′m

n′n b
m
n (r∗1)

]
Rm′

n′ (r − r∗2) . (3.11)

Enfin, en intervertissant n′ et n ainsi quem′ etm dans l’équation (3.11) puis en comparant

le résultat obtenu à l’équation (3.7) nous obtenons

bmn (r∗2) =
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(R|R)mm
′

nn′ bm
′

n′ (r∗1) . (3.12)

Les coefficients (R|R)mm
′

nn′ sont de par leur fonction appelés coefficients de translation, et

sont suffisants pour déterminer les coefficients d’une décomposition centrée en un point à par-

tir des coefficients d’une décomposition centrée en un autre point. En regardant les équations

précédentes, il est aisé de constater que les coefficients de translation sont dépendants des

centres de décompositions r∗1 et r∗2, cette dépendance n’est cependant pas liée aux valeurs

particulières de r∗1 et r∗2 mais plutôt à leur différence t = r∗2 − r∗1.

3.3.1 Calcul direct des coefficients

Les coefficients de translation peuvent être déterminés directement par leur expression.

Sans rentrer dans les détails, les coefficients de translation peuvent à leur tour être décomposés

en prenant comme base les fonctions Rm
n , formellement :

(R|R)m
′m

n′n (t) =
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(r|r)m′′m′m
n′′n′n Rn′′

∫ m′′

(t) . (3.13)

Les coefficients (r|r)m′′m′m
n′′n′n sont appelés coefficients de re-expansion structurels, ils sont

liés aux coefficients de Clebsch-Gordan de la manière suivante :

(r|r)m′′m′m
n′′n′n = εmε−m′εm′′in

′+n′′−n
[4π(2n+ 1)(2n′ + 1)

(2n′′ + 1)

]1/2
(nn′00|nn′n′′0)×(nn′m−m′|nn′n′′m′′) [Ste61],

(3.14)

avec

εm =

(−1)m, pour m ≥ 0

1, pour m ≤ 0 .

(3.15)
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3.3.2 Methode recursive

L’inconvénient d’une détermination directe des coefficients de translation réside dans sa

grande complexité. Celle-ci est en effet de N5 ce qui peut vite devenir prohibitif à mesure

que notre ordre de décomposition augmente. La littérature de ces dernières années [GD01]

[GD04] s’est donc concentrée sur l’élaboration d’algorithmes permettant de réduire la com-

plexité des calculs relatifs à l’obtention des coefficients de translation. En effet, un certain

nombre de relations de récurrence et de symétrie concernant les coefficients de translation

nous permettent de calculer ces derniers de manière récursive, sans passer par le calcul des

coefficients structurels de re-expansion.

Nous allons détailler ici l’une des méthodes récursives permettant d’atteindre une com-

plexité de N4. Afin que tous les coefficients (R|R)m
′m

n′n correspondant à un ordre de troncation

N soient estimés, notons que l’algorithme exige d’élever temporairement l’ordre de troncation

à 2N , nous noterons cet ordre de troncation temporaire Nt.

Il est dans un premier temps possible de calculer directement les coefficients de translation

(R|R)m
′0

n′0 (t), ceci via

(R|R)m
′0

n′0 (t) =
√

4π(−1)n
′
Rm′

n′ (t) . (3.16)

les valeurs ainsi trouvées sont suffisantes pour initialiser notre algorithme récursif.

Afin de faciliter la lecture des prochaines étapes, introduisons la notation suivante :

(R|R)m
′m

n′, = (R|R)m
′m

n′|m| et (R|R)m
′m

,n = (R|R)m
′m
|m′|n. Cette notation nous permet de discriminer

plus facilement lorsque des coefficients de translation sectoriels ( avec n = m ou n′ = m′, par

analogie avec les harmoniques sphériques 1.2) sont en jeu.

Considérons maintenant les deux relations de récurrences suivantes :

c−m−1m+1 (R|R)m
′,m+1

n′, = c−m
′

n′ (R|R)m
′−1,m

n′−1, − c
m′−1
n′+1 (R|R)m

′−1,m
n′+1, , (3.17)

et

c−m−1m+1 (R|R)m
′,−m−1

n′, = cm
′

n′ (R|R)m
′+1,−m

n′−1, − c−m′−1
n′+1 (R|R)m

′+1,−m
n′+1, , (3.18)

avec

cmn =



√
(n−m−1)(n−m)
(2n−1)(2n+1)

, pour 0 ≤ m ≤ n

−
√

(n−m−1)(n−m)
(2n−1)(2n+1)

, pour −n ≤ m < 0

0 pour |m| > n .
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La relation (3.17) permet de calculer les coefficients (R|R)m
′,m

n′, pour 0 < m < Nt à partir

des coefficients (R|R)m
′0

n′0 (t). A l’inverse, la relation (3.18) permet de calculer les coefficients

(R|R)m
′,m

n′, pour 0 > m > −Nt.

Nous disposons par la suite de la relation de symétrie

(R|R)m
′m

n′n (t) = (−1)n+n
′
(R|R)−m,−m

′

nn′ (t) . (3.19)

Nous pouvons par conséquent calculer les coefficients (R|R)m
′m

,n à partir des coefficients

(R|R)m
′m

n′, . A ce stade nous disposons donc de l’ensemble des coefficients sectoriels dont nous

avons besoin. La dernière relation de récurrence

amn−1(R|R)m
′,m

n′,n−1 − a
m
n (R|R)m

′,m
n′,n+1 = am

′

n′ (R|R)m
′m

n′+1,n − am
′

n′−1(R|R)m
′m

n′−1,n , (3.20)

réorganisable sous les formes

amn (R|R)m
′,m

n′,n+1 = −am′

n′ (R|R)m
′m

n′+1,n + am
′

n′−1(R|R)m
′m

n′−1,n − amn−1(R|R)m
′,m

n′,n−1 , (3.21)

et

am
′

n′ (R|R)m
′m

n′+1,n = amn−1(R|R)m
′,m

n′,n−1 − a
m
n (R|R)m

′,m
n′,n+1 + am

′

n′−1(R|R)m
′m

n′−1,n , (3.22)

avec

amn =

a
−m
n =

√
(n+1+m)(n+1−m)

(2n+1)(2n+3)
, pour |m| ≤ n

0 , pour |m| > n ,

nous permet de calculer tous les coefficients de translation tessereaux restants.

3.3.3 Translation coaxiale

Nous appelons translation coaxiale une translation orientée selon l’un des axes de notre

repère. Il s’agit d’un cas particulier intéressant car la translation peut dans ce cas s’effectuer

avec un moindre nombre de coefficients. Considérons une translation orientée selon l’axe z :

Rm
n (r + tiz) =

∞∑
n′=|m|

(R|R)m
′m

n′n (t)Rm
n′(r) , (3.23)

avec iz le vecteur de la base du repère correspondant à l’axe z.

Les deux fonctions Rm
n′(r) et Rm

n (r+ tiz) étant toutes deux dépendantes de eimφ (1.8), et

les fonctions eimφ étant orthogonales pourm = 0,±1,±2,±3, .... On ne peut donc décomposer
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Rm
n (r + tiz) à un ordre m donné qu’à partir de fonctions de bases Rm

n (r) de même ordre. Il

devient ainsi possible de réduire de 1 le nombre d’indices relatifs aux coefficients de translation

et d’écrire :

Rm
n (r + tiz) =

∞∑
n′=|m|

(R|R)mn′n(t)Rm
n′(r) , (3.24)

ou encore, en suivant le même raisonnement qu’en (3.11),

bmn (tiz) =
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(R|R)mnn′bm
′

n′ . (3.25)

La méthode récursive détaillée en 3.3.2 nous permettait d’atteindre une complexité de

(N)4 c’est à dire une proportionnalité entre le nombre de coefficients à déterminer et le nombre

de calculs à effectuer. Des méthodes récursives très semblables ont aussi été développées

[GD01] afin de calculer les coefficients (R|R)mnn′ avec cette même proportionnalité. Le nombre

d’indices relatifs aux coefficients de translation coaxiaux étant de 3, il devient ainsi possible

d’atteindre une complexité de (N)3.

Afin de remédier au fait que cette complexité ne puisse être atteinte que dans le cas d’une

translation sur l’axe z, nous pouvons allier une opération de translation et une opération de

rotation. L’opération de rotation sera détaillée dans la suite de ce travail 3.4, notons pour

l’instant que celle-ci permet d’effectuer un changement de base conservant le centre du repère.

Afin de réaliser tous types de translation, nous pouvons donc effectuer une rotation afin que

l’axe z du repère soit orienté dans la direction de la translation désirée, puis effectuer une

translation coaxiale.

Les coefficients de rotation pouvant eux aussi être atteints via une complexité de (N3)

[CGR99], la complexité globale de la méthode alliant rotation et translation coaxiale sera elle

aussi de (N3).

3.3.4 Performances des algorithmes

La complexité n’étant qu’une indication de l’évolution du nombre de calculs en fonction

de l’ordre, il n’est donc pas assuré que la méthode alliant rotation et translation sur l’axe z

soit la meilleure à l’ordre nous concernant. Nous avons donc implanté les trois algorithmes

afin d’évaluer leurs performances dans un contexte audionumérique relatif au microphone
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sphérique. La figure 3.3 permet de visualiser le temps de calcul mis par chacune des trois

méthodes pour N allant de 0 à 10. L’allure des courbes semble bien corrélée avec la complexité

relative à chacune des méthodes, et nous observons des différences significatives dès l’ordre

6 en faveur de la méthode bénéficiant de la meilleure complexité. Les applications que nous

visons n’étant pas temps-réel le gain peut sembler insignifiant, notons tout de même que

l’opération de translation doit être effectuée pour toutes les bandes de fréquences ce qui peut

vite devenir prohibitif.
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Figure 3.3 – Temps de calcul en fonction de l’ordre pour chacune des trois méthodes

3.3.5 Analyse des résultats

Nous avons par la suite effectué un ensemble de simulations permettant d’évaluer la vali-

dité des résultats et la pertinence des opérations de translation dans le contexte de ce projet.

Pour ce faire, nous avons comparé les coefficients obtenus par translation aux coefficients

exacts donnés par la solution analytique des coefficients aux harmoniques sphériques d’une

source ponctuelle (1.14). Les figures 3.4 et 3.5 représentent le pourcentage d’erreurs pour des

translations de coefficients tronqués à l’ordre 20 et 30. Ces figures nous permettent de mettre
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en évidence une dégradation des résultats à mesure que l’ordre des coefficients augmente et

à mesure que la fréquence augmente.

La distance de translation choisie lors de ces simulations fut de 0.085m, ceci correspon-

dant aux distances en jeu lors d’applications relatives à des enregistrements binauraux ou

ORTF. Les figures mettent en évidence qu’un ordre de troncation de 20 permet d’obtenir

des coefficients exploitables à l’ordre 0 pour des fréquences allant jusqu’à 11kHz. A la vue de

l’équation (3.6), nous pouvons cependant noter que k et r sont à considérer sous la forme du

terme kr, ils influent par conséquent de manière équivalente sur les résultats de la transla-

tion. La limitation fréquentielle à 11 kHz mise en exergue précédemment pourrait ainsi être

généralisée à une limitation sur kr. Ceci nous donnerait, sachant r = 0.085, un krmax ≈ 17.
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Figure 3.4 – Pourcentage d’erreur pour un ordre de troncation de 20
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Figure 3.5 – Pourcentage d’erreur pour un ordre de troncation de 30

3.4 Rotation

Comme nous avons pu le voir dans la partie précédente, le champ sonore peut être trans-

formé par le biais d’opérations linéaires telles que la translation. La rotation est une autre

opération possible, elle consiste à faire tourner le champ sonore autour d’un certain axe et

selon un certain angle.

Comme dans le cas de la translation, nous pouvons nous baser sur le fait que les fonctions

Rm
n (r) peuvent subir la re-décomposition

Rm
n (r) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

Tm
′m

n′n Rm′

n′ (r̂) , (3.26)

avec Tm′m
n′n les coefficients de reexpansion et r = (x, y, z) et r̂ = (x̂, ŷ, ẑ) les coordonnées

spatiales d’un même point dans deux repères ayant respectivement pour base les vecteurs

(ix, iy, iz) et (îx, îy, îz) et le même point d’origine O.
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En suivant le même cheminement qu’en (3.11), nous pouvons par la suite obtenir :

bmn (Q) =
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

Tmm
′

nn′ bm
′

n′ , (3.27)

avec bmn les coefficients spatiaux décrivant le champ sonore et bmn (Q) les coefficients spatiaux

décrivant le champ sonore ayant subi une rotation définie par la matrice Q.

Comme nous l’avons vu précédemment, la rotation mise en jeu dans le cadre de ce travail

conserve l’origine du repère. Cette rotation peut par conséquent être définie par une simple

orientation dans l’espace. Afin de définir une orientation dans l’espace, trois angles sont

suffisants. Plusieurs représentations sont ainsi possibles, cependant, les travaux sur le sujet

[CGR99] [GD04] ont jusqu’à maintenant préféré utiliser les angles d’Euler [Aca75].

Figure 3.6 – Angles d’Euler, depuis [Wik08]

Les angles d’Euler sont les trois angles α, β et γ visualisables dans la figure 3.6. La matrice

de rotation peut dès à présent être réécrite Q(α, β, γ) afin de noter son unique dépendance

aux angles d’Euler, les coefficients bmn et Tmm′

nn′ n’étant dépendants que de la matrice Q, nous

pouvons conséquemment réécrire :

bmn (α, β, γ) =
n∑

m′=−n

Tmm
′

nn′ (α, β, γ)bm
′

n′ . (3.28)

En reprenant l’équation (3.26) et en considérant Rm
n (r) = jn(kr)Y m

n (r) nous obtennons :

jn(kr)Y m
n (r) =

∞∑
n′=0

jn′(kr)
n′∑

m′=−n′

Tm
′m

n′n Y m′

n′ (r̂) . (3.29)
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Les fonctions de Bessel sont cependant linéairement indépendantes et il est donc impossible

d’exprimer une fonction de Bessel jn comme une combinaison linéaire de fonctions basées sur

jn′ lorsque n 6= n′. De cette remarque résulte :

Tm
′m

n′n = Tmm
′

nn′ = 0, n′ 6= . (3.30)

Nous pouvons par conséquent réduire à trois les indices des coefficients de rotation et finale-

ment obtenir

bmn (α, β, γ) =
∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

Tmm
′

n (α, β, γ)bm
′

n′ . (3.31)

3.4.1 Calcul direct des coefficients de rotation

Les coefficients de rotation Tmm′
n (α, β, γ) peuvent être calculés directement à partir de la

formule suivante :

Tmm
′

n (α, β, γ) = eim
′αe−imγHmm′

n , (3.32)

avec

Hmm′

n (β) = εmεm′ [(n+m′)!(n−m′)!(n+m)!(n−m)!]1/2×

min(n−m,n−m′)∑
σ=max(0,−(m+m′))

(−1)n−σcos2σ+m
′+m 1

2
βsin2n−2σ−m′−m 1

2
β

σ!(n−m− σ)!(n−m′ − σ)!(m+m′ + σ)!
,

(3.33)

et ε tel que défini en (3.15).

Cependant, comme dans le cas de la translation, l’obtention des coefficients à l’aide de

cette expression induit des calculs d’une complexité égale à O(N4). Des méthodes récursives

ont cependant été développées en [CGR99] et [GD04], ces dernières permettant de réduire la

complexité à O(N3).

3.5 Directivité

Le contrôle de la directivité à partir de réseaux de microphones est un domaine de re-

cherche actif , les systèmes proposés sont généralement basés sur la multiplication des signaux

issus des différents microphones par un gain complexe puis de leur sommation. Dans le cadre

du microphone sphérique, une étape supplémentaire est introduite et nous effectuons l’opé-

ration de beamforming dans le domaine des harmoniques sphériques. Ceci a pour avantage
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de nous rendre indépendants de la répartition spatiale des différents éléments de notre réseau

de microphone. La spécification d’une figure de directivité dans le domaine des harmoniques

sphériques est de plus assez instinctive dans la mesure où nous sommes habitués à représen-

ter une figure de directivité comme une fonction sur une sphère et que comme nous l’avons

vu, toute fonction sur une sphère de carré sommable peut être décomposée en une somme

pondérée d’harmonique sphérique.

Pour ces raisons, la communauté scientifique a témoigné d’un intérêt grandissant pour

le microphone sphérique et un certain nombre de publications ont vu le jour [ME02] [FR08]

[PR05], nous allons ici tenter de les synthétiser. Une figure de directivité pouvant être décrite

par une fonction sur une sphère, nous pouvons donc l’écrire sous la forme d’une décomposition

en harmoniques sphériques, c’est à dire

F (θ, φ) =
N−1∑
n=0

n∑
m=−n

fmn Y
m
n (θ, φ) . (3.34)

La directivité contrôlable peut alors être obtenue en compensant les coefficients bmn par la

fonction radiale correspondant à la source sonore, puis en calculant le produit scalaire entre

les valeurs obtenues et les coefficients fmn issus de la figure de directivité. La fonction radiale

étant dépendante du type de source sonore, deux cas doivent être pris en compte. En notant

y(k) le signal en sortie du microphone nous obtenons

y(k) =
N−1∑
n=0

n∑
m=−n

bmn

−ikh(2)n (krs)
fmn (3.35)

pour une onde sphérique, et :

y(k) =
N−1∑
n=0

n∑
m=−n

bmn
4πin

fmn (3.36)

pour une onde plane.

Dans le cadre de ce type d’applications, nous pouvons cependant considérer sans trop

de conséquences que l’onde est plane si la source sonore se situe à plus d’un mètre. Il reste

cependant un problème en champ proche dans la mesure où nous sommes obligés de spécifier

la distance entre le microphone et la source (ou la source la plus proche si de multiples sources

sonores sont présentes).

Concernant l’implémentation de la directivité contrôlable, les coefficients fmn sont détermi-

nés en discrétisant la fonction de directivité selon un schéma semblable à celui du microphone
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sphérique puis en calculant une transformée en harmoniques sphériques discrète. Afin de pou-

voir contrôler indépendamment la forme de la fonction de directivité et sa direction, nous

effectuons les rotations dans le domaine des harmoniques sphériques sur les coefficients fmn ,

ceci en utilisant les algorithmes de rotation détaillés dans la partie précédente. La figure 3.8

nous permet de visualiser ce processus.

Afin de vérifier la viabilité de la méthode abordée ici, nous avons effectué un certain

nombre de simulations visant à recréer les figures de directivité les plus classiques (cardioide,

hypercardioide, bidirectionnelle, Dirac). Pour ce faire, nous calculons la réponse impulsionelle

du dispositif pour une source sonore située en différentes positions sur une sphère ayant le mi-

crophone comme centre. Nous pouvons ainsi représenter la figure de directivité effectivement

recréée et la comparer à nos attentes.

Les figures 3.7 et 3.9 illustrent le résultat de ces simulations, nous retrouvons bien les

formes caractéristiques des figures de directivité en jeu. Afin d’estimer plus finement la validité

du contrôle de la directivité, nous avons calculé l’index de directivité des figures synthétisées

avec l’index de directivité théorique correspondant, ceci pour les figures omnidirectionnelles,

cardioïdes, supercardioïdes, hypercardioïdes et bidirectionnelles. L’index de directivité est

défini comme la différence en dB entre la réponse du microphone à un champ diffus et la

réponse en champ libre à une source sonore sur l’axe de directivité de même intensité que le

champ diffus, il s’agit d’une mesure nous permettant entre autre de caractériser une figure

de directivité particulière d’où son intérêt dans notre contexte.

Les résultats des simulations sont présentés en 3.1, la décomposition du champ sonore

fut effectué à l’ordre 1 par un microphone sphérique de type fermé équipé de microphones

omnidirectionnels. Afin de pouvoir analyser indépendamment du reste l’étape où nous syn-

thétisons la figure de directivité, nous avons volontairement suréchantillonné spatialement

la sphère afin de minimiser les effets d’aliasing et nous avons omis de simuler le bruit ther-

modynamique relatif aux capsules microphoniques. A la vue du tableau 3.1, nous pouvons

remarquer de très bons résultats dans la reconstitution des 5 figures de directivité, et ceci

dès l’ordre 1.
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Figure 3.7 – Synthèse des figures de directivité cardioïdes et hypercardioïdes
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Figure 3.8 – Synthèse et contrôle de l’orientation d’une figure de directivité bidirectionnelle

Omnidirectionnelle cardioïde supercardioïde hypercardioïde Bidirectionnelle

Théorie 0 dB 4.8 dB 5.7 dB 6 dB 4.8 dB

Synthèse 2.0053× 10−5 dB 4.7712 dB 5.6729 dB 6.0205 dB 4.7710 dB

Table 3.1 – Synthèse de 5 figures de directivité (omnidirectionnelle, cardioïde, supercar-

dioïde, hypercardioïde et bidirectionnelle). Comparaison entre les index de directivité obtenus

et les index de directivité théoriques.
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Figure 3.9 – Synthèse de Dirac spatiaux à l’ordre 2, 4 et 6
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Chapitre 4

Transcodage

Comme nous l’avons mentionné lors de l’introduction, de nombreuses applications dans

le domaine de l’audionumérique se basent aujourd’hui sur des réponses impulsionnelles pré-

enregistrées. Les réverbérations à convolution sont un bon exemple de ce type d’applications,

elles permettent aujourd’hui de simuler la réverbération d’une salle avec un degré de réa-

lisme sans précèdent. Cependant, les mesures de réponses impulsionnelles manquent encore

de flexibilité, les enregistrements de réponses impulsionnelles de salles en multi-canal gardent

en effet l’empreinte de la configuration microphonique utilisée.

Alors que les microphones traditionnels nous permettent d’obtenir une information rela-

tive au champ sonore en un point de l’espace, le microphone sphérique tel que nous l’avons

décrit précédemment nous permet d’obtenir une description du champ sonore en un certain

volume. A partir de cette description il est ensuite possible de synthétiser diverses configu-

rations microphoniques et de pallier ainsi au manque de flexibilité des enregistrements de

réponses impulsionnelles traditionnelles.

Dans cette partie, nous allons essayer de proposer des stratégies de re-synthèse pour les

configurations microphoniques les plus classiques (A-B, ORTF, OCT, MS, XY...). Nous pren-

drons surtout en exemple les prises de son stéréophoniques dans la mesure où les stratégies

proposées dans cette partie peuvent facilement être généralisées aux prises de son basées sur

plus de deux microphones (OCT, arbres microphoniques ...).
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4.1 Configurations espacées

Les techniques de prises de son espacées sont principalement basées sur l’enregistrement

d’une scène sonore en des points assez éloignés les uns des autres pour mettre en valeur des

différences de temps d’arrivée et des différences d’intensité entre les signaux obtenus, ceci en

fonction de la position des sources sonores dans l’espace.

Parmi ces configurations la plus commune est la prise de son stéréophonique A-B, celle-ci

consiste en l’utilisation de deux microphones omnidirectionnels espacés d’une distance pou-

vant varier de 50 cm à 3 m en fonction de la distance séparant le dispositif de la scène sonore.

Cette technique est aussi appelée "stéréo de temps d’arrivée" dans la mesure ou les dépha-

sages contribuent principalement à la sensation de "largeur" de la stéréo.

Figure 4.1 – Un exemple de configuration espacée, la prise de son A-B (extrait de [Wik07b]).

Afin de simuler une prise de son A-B nous avons donc besoin d’informations relatives à la

pression en deux points de l’espace distants d’au minimum 50 cm.

Afin de synthétiser une prise de son A-B il sera donc suffisant d’effectuer deux opérations

d’extrapolation diamétralement opposées et de même rayon (de moitié égal à l’espacement

voulu entre les microphones). Nous pouvons d’ores et déjà réaliser que le rayon d’extrapolation

sera dans le meilleur des cas égal à 25 cm ce qui au vu des simulations effectuées nous

demanderait un microphone sphérique d’ordre bien supérieur à ce que nous pouvons espérer

en pratique.
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4.2 Configurations coincidentes

Contrairement aux configurations espacées où la captation s’opère en des points distincts

de l’espace. Les prises de son coïncidentes disposent idéalement les microphones au même

endroit, la stéréophonie étant obtenue via les caractéristiques de directivité des microphones

employés. La prise de son XY, visible sur la figure 4.2, est un exemple de prise de son

coïncidente. Dans le cadre de cette technique, deux microphones cardioïdes sont idéalement

disposés dans l’espace de manière à ce que leurs capsules soit confondues et que leurs axes

soient perpendiculaires. La stéréo ainsi créée est donc une stéréo d’intensité dépendante de

l’angle d’incidence des sources sonores.

Figure 4.2 – Un exemple de configuration microphonique coïncidentes, la prise de son XY

(extrait de [Wik07b]).

Les prises de son coïncidentes sont les plus simples à synthétiser à partir des données

de notre microphone sphérique. En effet, les capsules étant confondues, nous n’avons pas à

effectuer d’opérations de translation ou d’extrapolation. Afin de synthétiser une configuration

XY il est donc suffisant d’appliquer la méthode détaillée en 3.5 et créer ainsi deux figures de

directivité correspondantes aux critères de la prise de son en jeu.

Les microphones cardioïdes étant des microphones d’ordre 1 (combinaison linéaire de la

pression et de la vitesse), une analyse du champs sonore de même ordre sera donc suffisante

pour synthétiser une prise de son XY. Il en va de même avec les configurations coïncidentes

mettant en jeu des microphones bidirectionnels (Blumlein, MS...). Au final l’ensemble des

prises de son coïncidentes les plus standard peuvent donc être synthétisées via l’utilisation

d’un microphone sphérique sans même avoir besoin d’obtenir une décomposition du champ

sonore d’ordre supérieur à 1.
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4.3 Configurations presque coïncidentes

Ces techniques peuvent être vues comme une combinaison des configurations micropho-

niques coïncidentes et espacées. Les microphones utilisés possèdent en effet une courbes de

directivité et sont généralement espacés de 10 à 30 cm. La stéréophonie ainsi créée se base

donc sur des différences de phase ainsi que sur des différences d’intensité accentuées par

la directivité des microphones. La configuration ORTF 4.3 est un exemple de prise de son

presque coïncidente, ce dispositif se compose de deux microphones cardioïdes avec un angle

inter-axial de 110̊ et des capsules espacées de 17 cm .

Figure 4.3 – Un exemple de configuration microphonique presque coïncidente, la prise de

son ORTF (extrait de [Wik07b]).

Contrairement au cas de la prise de son espacée, un couple d’extrapolation ne suffit pas

afin de reproduire une prise de son ORTF. Une extrapolation ne nous fournirait qu’une

valeur équivalente à la pression insuffisante en vue d’un contrôle de la directivité. Il est donc

nécessaire de déplacer la description du champ sonore aux emplacements des capsules via

une translation pour synthétiser ensuite les figures de directivité appropriées.

Les simulations effectuées en 3.3.5 prenaient en compte un rayon de translation de 8.5

cm, cette valeur étant celle requise afin de synthétiser une configuration ORTF. En observant

la figure 3.4 nous pouvons en conclure qu’un ordre de troncation de 20 nous permettrait

d’obtenir des résultats probants jusqu’à 10kHz. L’ordre à atteindre pour des applications en

audionumérique est donc assez conséquent. Il s’agit pourtant du cas le plus favorable parmi les

techniques presque coïncidentes, la simulation d’une prise de son NOS (de par un écartement

inter-microphone plus élevé) ou d’une prise de son effectuée à l’aide d’une tête artificielle (de
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par sa figure de directivité plus complexe) demanderait un ordre de décomposition encore

plus élevé.
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Conclusion

Comme cela a été mentionné au cours de l’introduction, la présente étude a été motivée

par la problématique suivante : Peut-on, à l’aide d’un microphone sphérique, obtenir une des-

cription du champ sonore suffisante pour synthétiser de manière flexible des enregistrements

de réponses impulsionnelles ayant les caractéristiques des configurations microphoniques les

plus standard ? Afin de répondre à cette question, un plan organisé autour de quatre parties

a été proposé.

Dans la première partie, nous avons brièvement abordé le cadre formel sur lequel se

fonde le microphone sphérique, à savoir la décomposition du champ sonore en harmoniques

sphériques. Cette décomposition est issue de la résolution de l’équation de Helmholtz en

coordonnées sphériques et propose de décrire le champ sonore en un ensemble de composantes

spatiales. Nous avons par la suite évoqué le problème dit "intérieur", ce dernier mettant en

exergue le fait qu’une connaissance de la pression en tous points à la surface d’une sphère

nous permettrait d’extrapoler un champ de pression en tous points à l’intérieur d’un volume

sphérique exempte de sources sonores et concentrique à la sphère d’origine.

Pour l’heure, il n’existe pas de dispositif permettant de connaitre la pression à la surface

d’une sphère de manière continue, qui plus est, sans altérer le champ sonore. La seconde partie

s’est donc attachée au passage de la théorie à la pratique en présentant notamment les diverses

structures de microphones sphériques basées sur une discrétisation du champ sonore, ainsi

que les limitations sur l’ordre de la décomposition qu’une telle discrétisation implique. De par

une minimisation du nombre de points nécessaires à l’obtention d’un ordre de décomposition

donné, les systèmes extrêmes à la surface d’une sphère ont ainsi pu être présentés comme les

meilleurs schémas de discrétisation. Nous avons aussi pu observer l’intérêt relatif à l’utilisation

d’une sphère rigide plutôt que vide, ce choix optimisant le RSB en évitant les trop fortes

amplifications et les divisions par 0 en jeu lors de certaines étapes de traitement. La réalisation
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d’un microphone sphérique étant en préparation au sein de l’IRCAM, l’état de l’art proposé

dans cette partie nous a permis de mieux cerner les enjeux liés aux différents paramètres et

de réduire par conséquent l’éventail des possibilités.

La troisième partie est le coeur du travail effectué durant ce stage, celle-ci présente diverses

opérations pouvant être effectuées dans le domaine des harmoniques afin de reconstituer

des mesures de réponses impulsionnelles avec une flexibilité nous permettant de simuler les

configurations microphoniques les plus classiques. Nous avons ainsi abordé l’interpolation,

l’extrapolation, la translation, la rotation et le contrôle de la directivité, ceci en proposant

le résultat de simulations visant à estimer l’erreur induite par ces opérations. Nous avons pu

mettre en évidence un compromis drastique entre fréquence et rayon maximum pour ce qui

est des opérations de translation et d’extrapolation.

L’implémentation des différents algorithmes de translation récursifs ayant été l’une des

taches réalisées lors de ce stage, une analyse comparant la rapidité de 3 algorithmes a été

effectuée. Les résultats ont permis de constater des performances globalement meilleures, et

ceci quel que soit l’ordre, pour l’algorithme alliant une rotation puis une translation coaxiale.

Pour finir, une discussion a été proposée autour de trois exemples typiques de prise de

son stéréophonique : la prise de son AB (configuration espacée), la prise de son X-Y (confi-

guration coïncidente) la configuration ORTF (configuration presque coïncidente). Le but de

cette discussion fut de présenter des stratégies permettant de simuler les configurations ci-

tées précédemment, puis de réfléchir à la contrainte sur l’ordre de décomposition que ces

stratégies impliquent. Nous avons ainsi pu mettre en lumière le fait que les prises de son

espacées demanderaient, de par la grande distance séparant les microphones, un ordre de dé-

composition difficilement accessible en pratique. Au contraire les prises de son coïncidentes

pourraient théoriquement être reconstituées avec un microphone sphérique d’ordre 1. Parmi

les configurations presque coïncidentes, la prise de son ORTF serait la plus accessible, elle de-

manderait tout de même un ordre de décomposition de 20 pour être valide jusqu’à 10 kHz. Les

remarques issues de cette brève analyse prospective mériteraient cependant d’être vérifiées

plus formellement via des simulations mettant en jeu l’ensemble des opérations impliquées

par les stratégies mentionnées.

Parmi les sujets à évoquer à la suite de ce travail, nous pourrions citer la simulation

d’une tète artificielle. Cette dernière est en effet très semblable à une prise de son presque
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coïncidente au détail près que sa simulation demanderait de générer des figures de directivité

incluant des retards temporels en plus des amplifications et ceci selon des formes complexes.

Aujourd’hui, le microphone sphérique est aussi à la base de travaux sur la séparation de

sources issues d’une analyse en composantes indépendantes dans le domaine des harmoniques

sphériques [EJvS10]. Ce thème, abordé rapidement en fin de stage, pourrait se révéler très in-

téressant dans un contexte scientifique relatif à l’analyse et à l’identification des composantes

constituant une scène sonore.

D’un point de vue plus personnel, ce stage m’a apporté un bagage théorique valide dans

de nombreux contextes, notamment celui de la reproduction d’environnements sonores via

les techniques ambisoniques. Désireux de continuer mon cursus en doctorat au Centre de

Recherche et de Création en Informatique musicale (CICM) sur le thème de la spatialisation,

les connaissances acquises durant mon stage me seront sans doute très utiles. Ce doctorat

sera notamment basé sur les questions d’usages relatifs à la spatialisation dans le cadre de la

musique contemporaine, mais aussi sur la question de l’esthétisation possible des principes

acoustiques liés à la spatialisation dans le domaine de la composition.
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Annexe A

Résolution de l’équation de Helmholtz en

coordonnées sphériques

Nous pouvons proposer à l’équation des ondes la solution à variables séparées

p(r, θ, φ, t) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)T (t) . (A.1)

En injectant cette dernière dans l’équation des ondes en coordonnées sphériques, nous

obtenons les quatre équations différentielles ordinaires :

d2Φ

dφ2
+m2Φ = 0 , (A.2)

1

sinθ

d

dθ
(sinθ

dΘ

dθ
) + [n(n+ 1)− m2

sin2 θ
]Θ = 0 , (A.3)

1

r2
d

dr
(r2

dR

dr
) + k2R− n(n+ 1)

r2
R = 0 , (A.4)

1

c2
d2T

dt2
+ k2T = 0 . (A.5)

Nous allons maintenant résoudre chaque équation indépendamment. La solution de l’équa-

tion (A.2) est

Φ(φ) = Φ1e
imφ + Φ2e

−imφ . (A.6)

Afin de trouver les solutions de l’équation (A.3) il est nécessaire d’effectuer le changement

de variable η = cos θ avec (−1 ≤ η ≤ 1), nous obtenons ainsi

d

dη
[(1− η2)dΘ

dη
] + [n(n+ 1)− m2

1− η2
]Θ = 0 , (A.7)

dont les solutions sont données par

Θ(θ) = Θ1P
m
n (cos θ) + Θ2Q

m
n (cos θ) , (A.8)

58



où Pm
n et Qm

n sont respectivement les fonctions de Legendre associées de première et seconde

espèce. Les fonctions de seconde espèce ne sont pas finies en η± 1, nous éliminons donc cette

solution en prenant Θ2 = 0.

Les solutions de l’équation différentielle (A.4) sont elles définies par

R(r) = R1jn(kr) +R2yn(kr) , (A.9)

ou encore par

R(r) = R3h
(1)
n (kr) +R4h

(2)
n (kr) , (A.10)

avec respectivement, jn et yn les fonctions de Bessel Sphériques de première et seconde espèce,

h
(1)
n et h(2)n les fonctions de Hankel sphériques de première et seconde espèce.

Enfin, l’équation (A.5) a pour solution

T (ω) = T1e
iωt + T2e

−iωt , (A.11)

avec k = 2πf/c.
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Annexe B

Fonctions de Bessel et de Hankel

sphériques

Les fonctions de Bessel sphériques interviennent dans les problèmes mettant en jeu une

symétrie sphérique, elles sont construites à partir des fonctions de Bessel ordinaires de la

manière suivante :

jn(x) =

√
tπ

2

Jn+ 1
2
(x)√
x

, (B.1)

yn(x) =

√
π

2

Yn+ 1
2
(x)√
x

, (B.2)

avec Jn et Yn les fonctions de Bessel ordinaires.

A partir des fonctions définies ci-dessus, nous pouvons maintenant définir les fonctions de

Hankel sphériques :

h(1)n (x) = jn(x) + iyn(x) , (B.3)

h(2)n (x) = jn(x)− iyn(x) . (B.4)
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Annexe C

Source sonore ponctuelle

La fonction de green de l’équation de Helmholtz en trois dimension est donnée par l’équa-

tion différentielle inhomogène

(∆ + k2)G(x) = −δ(x) . (C.1)

En prenant x = ||r − rs||, la solution bien connue à l’équation (C.1) est une source

ponctuelle en coordonnées cartésiennes

G(r, rs, k) =
e−ik||r−rs||

4π||r − rs||
, (C.2)

avec r = (x, y, z) le point d’observation et rs = (xs, ys, zs) la position de la source sonore.
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