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2.1.2 D́efinition de la transforḿee de Fourier̀a court terme (TFCT) . . . . . . 12
2.1.3 Principe d’Heisenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.4 Pavage temps-fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Résuḿe

L’objet du traitement du signal est d’analyser avec soin, de coder efficacement, de transmettre
rapidement et enfin de reconstruire aussi fidèlement que possible le signalà la ŕeception. Mais
traiter un signal est avant tout une affaire de représentation puisque toute l’information contenue
dans le signal est effectivement présente et cachée dans sa représentation graphique. On comprend
l’importance de la représentation et la ńecessit́e qu’elle d́evoile ”l’information contenue dans le
signal”.

La premìereétape de ce stage fut de faire le point sur les différentes ḿethodes d’adaptation
d’une repŕesentation temps-fréquence au signal. Mais qu’est-ce qu’une ”bonne” représentation,
une repŕesentation ”adaptée” ? Le probl̀eme du crit̀ere de śelection de la taille de fen̂etre est en
effet un probl̀eme clef du sujet, nous lui avons donc consacré une partie importante du travail.

Par ailleurs, nous nous sommes penchés sur les avantages et inconvénients des diff́erentes pro-
positions dans l’́etat de l’art concernant les représentations temps-fréquence. Nous avonsétudíe
comment ces représentations pouvaientêtre líeesà un crit̀ere de śelection ainsi que d’autres pro-
positions de repŕesentations adaptatives.

Ensuite,à l’aide de cettéetude nous avonśet́e en mesure de sélectionner puis d’approfondir
un algorithme afin d’en tirer une ḿethode alternative. En effet, celui-ci permet de choisir pour
chaque lieu du plan temps-fréquence une taille de fenêtre parmis deux. Enfin, nous avons fait une
évaluation de cette proposition enétudiant la convergence de l’algorithme et la parcimonie des
repŕesentations obtenues. Notons que si le sujet aét́e trait́e de telle sorte qu’il puisse avoir un
intér̂et pour tout type d’applications, il fut intéressant de se restreindreà la d́etection de transitoire
pour évaluer le travail. Ceci nous permettra de conclure et d’ouvrir sur certaines perspectives de
recherche pour la fin de ce stage.
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1 Introduction générale

1.1 Contexte historique

La musique d́efinie simplement comme l’art d’organiser les sons, est un objet d’étude pour
les sciences, en particulier pour les mathématiques et le traitement du signal, dans la mesure où
ceux-ci permettent de comprendre la diversité et la complexit́e des sons musicaux. Il est alors im-
portant de connaı̂tre et de comprendre les différents outils qui permettent d’organiser, d’analyser,
de synth́etiser et de modifier les sons musicaux ou tout simplement de les comprendre intimement
grâceà leurs repŕesentations graphiques. Nous nous plaçons donc ici dans le domaine du traitement
du signal, dans lequelle il s’agit, entre autre, d’extraire d’un signal les informations pertinentes.
Les applications industrielles de l’analyse et du traitement des signaux sont nombreuses et variées
allant de la ǵeophysiquèa l’imagerie ḿedicale. Mais il s’agit ici d’aborder le sujet du point de vue
de l’analyse sonore.

Faisons un bref parcours historique de ces outils depuis le 18ème sìecle jusqu’̀a nos jours.
Pendant longtemps les fonctions de base de l’analyse ontét́e le cosinus, le sinus et l’exponentielle
imaginaire. Ainsi les fonctions1√

2πeikx constituent une base orthonormée de l’espace de référence

L2(0,2π) et les śeries de Fourier sont les combinaisons linéaires∑akeikx. Mais l’analyse de Fou-
rier pŕesente des inconvénients majeurs qui ne permettent pas une analyse satisfaisante de toute
sorte de signaux. En effet, on souhaiterait que les paramètres ŕealisent une analysèa la fois en
temps et en fŕequence, exactement commeà la manìere d’une port́ee musicale òu sont indiqúees
à la fois la fŕequence et la durée des notes. C’est pourquoi l’analogie avec la notation musicale
est commuńement utiliśee pour introduire l’id́ee de repŕesentation temps-fréquence, chaque note
d’un morceaúetant en effet associée à une certaine localisation aussi bien temporelle (son ins-
tant d’occurrence et sa durée) que fŕequentielle (sa hauteur). L’analyse de Fourier classique est
la plus ancienne de ces techniques, elle est performante en particulier grâceà la transforḿee de
Fourier rapide, ceci ne permettant pas de donner commodément sens̀a la notion, pourtant intuitive,
de fŕequence instantanée. Cette difficult́e, nous le verrons, est liée de façon fondamentale au fait
que les variables de temps et de fréquence sont canoniquement conjuguées et leur représentation
assocíee, sujette au principe d’Heisenberg.

Par la suite, une approche intuitive est utilisée sur la base de transformée de Fourier glissante
ou à fen̂etre. Apparâıt ainsi la transforḿee de Gabor, le physicien Denis Gabor l’a proposée en
1940 (et on lui doit la formule de reconstruction.) Mais cette transformée pŕesente encore des
inconv́enients et il sera ńecessaire d’affiner̀a nouveau cet outil. Au d́ebut des anńees 80, de nom-
breux scientifiques utilisaient déjà les ondelettes comme une alternativeà l’analyse de Fourier
traditionnelle. Cet avancée scientifique apporte beaucoup au traitement du signal en géńeral et aux
math́ematiques. S’il est́evident qu’elles permettent un nouveau point de vue, elles ne résolvent pas
tous les probl̀emes. Mais ceci encourage, tout récemment, de nombreux scientifiquesà se porter
sur l’adaptativit́e de l’analyse et des représentations temps-fréquence pour diff́erents traitements.

1.2 Présentation du sujet

1.2.1 Propriétés acoustiques des signaux sonores et traitement du son.

La classe des signaux audio allant des signaux quasi-stationnaires aux très courtes transitoires,
des notes de violon aux percussions, comporte une très large varíet́e de structure temporelles et
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fréquentielles. La diversité des timbres resulte d’une très grande variét́e de structure du signal en
temps et en fŕequence.

En particulier, l’attaque d’une note est une phase siège de tr̀es nombreuses fréquences. Bien
qu’étant tr̀es br̀eve, cette phase est caractéristique de l’instrument et de l’interprétation. Elle est
donc tout aussi importante que la phase de maintien de la note qui contient en géńeral des fŕequences
moins nombreuses et peut l’être pour certaines applications. De la même façon, les composantes
provoqúees par des instruments percussifs sont tout aussi importantes que celles provoquées par
des instruments plus harmoniques comme le violon.

Si les traiteurs de signaux sonores savent depuis longtemps faire une analyse et une représentation
temps-fŕequence des sons, ils ont toujoursét́e confront́es au probl̀eme de compromis entre l’adap-
tation aux diff́erentes composantes du signal. En effet, les signaux sonores peuvent comporter des
composantes aux caractéristiques temps-fréquence tr̀es diff́erentes et qui ńecessiteraient chacune
une taille de fen̂etre diff́erente.

En conśequent, toutes ces propriét́es physiques justifient la nécessit́e d’une repŕesentation
temps-fŕequence avec une résolution adaptative.

1.2.2 Applications

De nombreux traitements du son pourraient gagnerà utiliser une analyse/représentation adap-
tative. On peut penser par exempleà des applications comme le vocoder de phase,à la śeparation
de source, au codage, ouà la d́etection de transitoires ou de fondamentales. En effet, tous ces trai-
tements temps-fréquence utilisent une représentation temps-fréquencèa un moment donńe. Par
exemple, la ŕeférence [15] d́emontre l’utilit́e d’une repŕesentation adaptative pour le codage.

Elle permettrait une représentation ”plus souple” que celles proposées par les outils tradition-
nels. On peut d’ores et déjà remarquer que se posera le problème de la reconstruction du signal
original, oṕeration indispensable dans de nombreux traitements et ainsi comprendre la nécessit́e
de d́evelopper ou d’utiliser des outils théoriques permettant une reconstruction relative.

1.2.3 Les objectifs du stage

On peut distinguer deux objectifs. D’une part de faire le bilan sur les différentes ḿethodes qui
permettent d’adapter la taille de la fenêtre aux caractéristiques locales du signal, de confronter les
diff érents crit̀eres d’optimalit́e ou de śelection de la taille de fen̂etre, crit̀eres qui permettent de
définir ce qu’est une ”bonne représentation”.

D’autre part, il s’agit de faire une proposition permettant une amélioration des ḿethodes
présentes actuellement dans l’état de l’art.

1.3 Présentation du travail

1.3.1 Lieu et encadrement

Le sujet, propośe par Axel Roebel áet́e trait́e à l’Ircam dans l’́equipe Analyse-Synth̀ese sous
l’encadrement d’Axel Roebel du 20 Mars au 20 Avril, puis du 02 Mai au 28 Juinà l’Irisa dans
l’ équipe Metiss̀a Rennes sous l’encadrement de Rémi Gribonval.

1.3.2 D́emarche adopt́ee, difficultés rencontŕees

Le travail pŕesent́e ici a, en premier lieu, fait l’objet d’unéetude th́eorique. En effet, les
diff érents outils utiliśes en traitement du signal pour traiter des représentations temps-fréquence
font appelà des notions th́eoriques, en particulier mathématiques. Comprendre toutes ces notions
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a doncét́e essentiel pour pouvoir juger des qualités des diff́erentes approches et algorithmes pro-
pośes dans la litt́erature, ainsi que pourêtre en mesure de proposer de nouveaux outils. Ainsi en
vue d’uneévaluation des propositions de l’état de l’art et d’un apport̀a celui-ci, on a accord́e une
large partièa la recherche bibliographique,à la synth̀ese et̀a l’analyse de ces informations.

Nous avons donc dans un premier temps effectué uneétude des diff́erents crit̀eres de śelection
de la repŕesentatioǹa savoir ceux donńes par les crit̀eres entropiques, les critères de parcimonie,
la fonction d’ambigüıté, les fonctions de côut.

Par la suite, nous avonśetudíe différents algorithmes̀a relier à ces crit̀eres de śelection, et
approfondi des outils de représentation pouvant̂etre relíesà ces crit̀eres. Ceci a permis de définir
des lieux d’́etudes et de sélectionner les algorithmes pertinents d’un point de vue scientifique pour
être d́ecrit dans la partie th́eorique.

Une autre difficult́e rencontŕee pendant le stage áet́e de d́efinir un cadre, une application,
permettant de d́efinir des crit̀eres objectifs d’́evaluation des diff́erents algorithmes aboutissantà
une repŕesentation temps-fréquence.

1.3.3 Plan du document

Comme on pourra le voir au long de ce rapport, la principale base d’étude de ce travail a
ét́e les documents bibliographiques réunis autour du sujet de représentation avec une résolution
adaptative. Ainsil’effort majeur se situe au niveau de la synthèse dans un premier temps puis de
l’analyse dans un secondde ces informations vis̀a vis du sujet trait́e. Une attention particulière
a puêtre port́ee sur les particularités, avantages et inconvénients ainsi qu’aux confrontations des
méthodes ou algorithmes aussi bien du point de vu pratique que théorique.

La section 1 est l’introduction ǵeńerale.Elle pŕesente le sujet et le travail effectué pendant le
stage.

La section 2 traite des représentations non adaptatives. Ce sont ces outils qui sont la base de
construction des représentations adaptatives. Il est donc essentiel de les assimiler pour comprendre
ceux d́evelopṕes dans la suite. Ceci justifera le sujet tel qu’il est posé et permettra d’en percevoir
les difficult́es. Il s’agira plus pŕeciśement de traiter des représentations de type Fourier ou de type
ondelettes. Les représentations de type Fourier sont depuis toujours une représentation incontour-
nable. Les repŕesentations de type ondelettes tiennent ici une importance non négligeable dans
le sens òu elles constituent un tournant fondamental dans le problème de repŕesentation temps-
fréquence.

La section 3 dresse un bilan des critères de śelection pŕesents dans la littérature. En effet, pour
traiter des repŕesentations adaptatives, il est nécessaire de définir un crit̀ere permettant d’adapter
la taille de la fen̂etre aux caractéristiques locales du signal.

La section 4 d́etaille les propositions existantes pour adapter les outils d’analyse et de trai-
tement des signaux en lesétayant ou en les augmentant quand cela fut nécessaire. On y distin-
guera les représentations adaptées des représentations adaptatives. On entend par représentations
adapt́ees celles dont le pavage temps-fréquence est ”flexible” mais dont la taille des fenêtres ou
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des atomes n’est pas relié à un crit̀ere qui permet de donner une représentation adaptéeà chaque
signal, et par représentation adaptative celles qui s’adaptent automatiquement aux caractéristiques
du signal. On pourra alorśetudier ces représentations, les avantages et inconvénients de chacune
d’entre elles.

La section 5 pŕesente un algorithme qui améliore les propositions existantes. On justifira le
choix de cette ḿethode au vue des propositions déjà existantes présent́ees plus haut. Ainsi, on
détaillera la th́eorie ńecessairèa la compŕehension de l’algorithme, lesétapes importantes de celui-
ci ainsi que la façon dont nous avons procéd́e pour mettre en oeuvre son implémentation. Enfin on
tentera de l’́evaluer selon des critères adaptés que nous justifierons. Ceci afin d’en comprendre les
limites et les aḿeliorationsà envisager.

Enfin nous serons en mesure de conclure et de réfléchir aux perspectives offertes par ce travail
dans la section 6.
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2 Représentations non adaptatives

On regroupe sous l’appellation ”non adaptatif” la transformée de Fourier̀a court terme qu’on
notera TFCT et la représentation en ondelettes. En effet, ces outils de représentation temps-fréquence
donnent des pavages temps-fréquence fix́es et non adaptésà un signal ni m̂emeà la classe de si-
gnaux.

Pour plus d’informations sur ce qui est présent́e dans cette section, on pourra se référerà [14].

2.1 Repŕesentation de type Fourier (̀a court terme)

On pŕesente ici les outils de représentation de type Fourier. A savoir les définitions et propríet́es
math́ematiques qui pŕesentent un intér̂et en traitement du signal.

On revient sur la transforḿee de Fourier classique pour aborder ensuite la transformée de
Fourier à court terme d́enomḿee couramment TFCT. Celle-ci donne une représentation sous
forme de carte d’́energie temps-fréquence. On se penchera en particulier sur les limites de cette
repŕesentation (principe d’Heisenberg) qui justifient en partie le sujet traité.

2.1.1 Rappel de la d́efinition et les propriétés de la transforḿee de Fourier classique

On rappelle brìevement ici les quelques définitions et propríet́es de la transforḿee de Fourier
classique.

On part d’un signalx(t) défini sur toute la droite réelle, int́egrable au sens de Lebesgue surR,
et on pose

x̂(ξ) =
Z

R
x(t)e−2iπtξdt

pour ξ ∈ R. Cette fonction ˆx est bien d́efinie surR et on l’appelle transforḿee de Fourier dex.
(Une de ses propriét́es basiques est qu’elle tend vers 0à l’infini et est continue surR.)

Une autre propríet́e utile est la formule d’inversion de Fourier. Supposons quex et x̂ soient
toutes les deux dansL1(R). Alors on a, pour presque toutt ∈ R

x(t) =
Z

R
x̂(ξ)ei2πξtdt.

On a par ailleurs l’importante conservation de l’énergie :Z
R
|x(t)|2dt =

Z
R
|x̂(ξ)|2dξ,

ce qui signifie que l’oṕerateurF : x → x̂ de L1(R)∩ L2(R) dansL2(R) est uniforḿement
continu et donc se prolonge de manière unique, gr̂aceà la densit́e deL1(R)∩L2(R) dansL2(R).

2.1.2 D́efinition de la transformée de Fourierà court terme (TFCT)

La transforḿee de Fourier̀a court terme d’une fonctionx(t) ∈ L2(R) (ou plus ǵeńeralement
d’une distribution) est d́efinieà l’aide d’une fen̂etrew.

Par la suite, on est amené à faire glisser cette fenêtre (centŕee en 0 et d’energie 1) utilisée pour
localiser en temps l’analyse :

(On notera bien que la fenêtre que l’on fait glisser est toujours la même et a donc la m̂eme
résolution en temps et en fréquence sur tout le signal.)
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On obtient alors une famille de coefficientsWx(λ,b) (remplaçant les valeurs de ˆx(λ) pour la
transforḿee de Fourier classique) et où λ repŕesente la fŕequence etb localise l’analyse

Wx(λ,b) =
Z +∞

−∞
x(t)ω̄(t−b)e−2iπλtdt.

L’application x→Wx s’appelle la transforḿee de Fourier̀a fen̂etre glissante ou encore la trans-
formée de Gabor continue. On note alorsωλ,b(t) = ω(t − b)e−2iπλt et on peut l’́ecrire sous la
forme d’une produit scalaire dansL2

Wx(λ,b) =
(
x,ωλ,b

)
.

Comme pour l’analyse de Fourier, la connaissance desWx(λ,b) pour toutes les valeurs réelles
deλ et deb determinera complètement et de manière unique le signalx.

Remarque 2.1 On notera bien que la fenêtre que l’on fait glisser est toujours la même et a donc
la même ŕesolution en temps et en fréquence sur tout le signal.

On a, gr̂aceà Gabor, la formule inverse donnantx à partir desWx(λ,b) dite formule de recons-
truction ou de synth̀ese et la conservation de l’energie.

Théorème 2.2Soit ω ∈ L1∩L2 centŕee en0, telle que|ω̂| soit une fonction paire et‖ω‖2 = 1.
C’est ce qu’on appelle la fenêtre. On a pośe ωλ,b(t) = ω(t−b)e−2iπλt , λ et bétant des ŕeels, et on
consid̀ere pour tout signal x∈ L2 les

Wx(λ,b) =
Z +∞

−∞
x(t)ω̄(t−b)e−2iπλtdt.

On a la conservation de l’énergieZ Z
R2
|Wx(λ,b)|2dλdb=

Z +∞

−∞
|x(t)|2dt,

et la formule de reconstruction

x(t) =
Z Z

R2
Wx(λ,b)ωλ,b(t)dλdb,

au sens òu si gA(t) =
R

b∈R
R
|λ|≤AWx(λ,b)ωλ,b(t)dλdb alors gA → x dans L2.

2.1.3 Principe d’Heisenberg

On rappelle ici le principe d’Heisenberg. Il s’agit d’une propriét́e d́eterminante quand on veut
traiter de ŕesolutionà la fois en temps et en fréquence.

Par souci de clarté pour la suite, on introduit dèsà pŕesent la notion d’atome temps-fréquence :

Définition 2.3 On appelle atome uńelément de la famille(gt, f )(t, f ) où

gt, f (t ′) = g(t ′− t)ei2π f t ′ .

Avec (t,f) respectivement les paramètres de temps et de fréquence
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On notera dans la suitetgt, f et fgt, f les centres de gravité temporel et fŕequentiel de l’atomegt, f ,
à savoir

tgt, f =
Z

R2
t ′|gt, f (t ′)|2dt′

fgt, f =
Z

R2
f ′|ĝt, f ( f ′)|2d f ′

Définition 2.4 On appelle dispersion d’énergie de gt, f en temps

σ2
gt, f

=
Z

R2
(t ′− tgt, f )

2|gt, f (t ′)|2dt′.

On appelle dispersion d’energie de gt, f en fŕequence

σ2
ĝt, f

=
Z

R2
( f ′− fgt, f )

2|ĝt, f ( f ′)|2d f ′

On poseEgt, f =
R
R |gt, f (t ′)|2dt l’ énergie def ; on introduit aussi

(∆t)2 =
(σgt, f )

2

Egt, f

,

et

(∆λ)2 =
(σĝt, f )

2

Egt, f

,

Le principe d’incertitude d’Heisenberg précise le lien entre la localisation d’un atome et celle de
sa transforḿee, autrement dit entre les dispersionsσgt, f et σĝt, f , c’est-̀a-dire :

σgt, f ×σĝt, f ≥
Egt, f

4π
=⇒ ∆t×∆λ ≥ 1

4π
.

Ceci pour un atomeg : R→ C de classeC1 telle queg, g′ et tg sont dansL2(R).
Remarquons qu’on obtient l’égalit́e pourg fonction gaussienne normalisée dansL2(R). Ce

qui signifie que c’est la fonction qui réalise le meilleur compromis (mais pas forcément le plus
adapt́e) à la localisation en temps et en fréquence de l’atome.

Ceci se comprend dans le sens où plus le support deg est ”petit”, plus le support de ˆg est
”grand” et ŕeciproquement.
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Spectrogramme (en haut) et représenattion temporelle (en bas) d’un Dirac ent0 = 147ms(a) et
d’un sinusöıde de fŕequencef0 = 100Hz (b). L’énergie, en d́ecibels, est cod́ee en niveuax de gris,

du blanc (les -20dB) au noir (0dB). La fenêtre d’nanlyse est Gaussiennega(t) aveca = 31ms.

Cette figure est extraite du livre [26] dans la partieécrite par Ŕemi Gribonval.

• Conśequences du principe d’incertitude pour les repŕesentations temps-fŕequence:

1-Le principe d’incertitude d’Heisenberg impose une valeur minimale pour la surface du ”rec-
tangle” repŕesentant la localisation temps-fréquence d’un atome. En effet, on peut considérer que
les valeurs de∆λ et de∆t définies plus haut d́efinissent des rectangles ;

2-Le choix d’une taille de fen̂etre unique pour représenter un signal par un spectrogramme im-
pose par conśequent un compromis parfois difficile entre la précision de la localisation temporelle
et celle de la localisation fréquentielle.

2.1.4 Pavage temps-fŕequence

On repŕesente ci-dessous un pavage temps-fréquence pour une TFCT avec une taille de fenêtre
constante

Figure : Pavage temps-fréquence d’une TFCT.

2.1.5 Repŕesentation graphique et ses limites

Figure : Son de glockenspiel.Durée de 6 secondes. Fréquence d’́echantillonage de 44100 Hz.
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Figure : Exemple de représentation temps-fréquence. Le spectrogramme d’un son de
glockenspiel.

On peut remarquer que, si on peut visualiser les harmoniques, leurs fréquences n’apparaı̂t pas
de façon suffisamment précise. D’autre part, l’́energie pŕesente normalement au niveau de l’attaque
se retrouve mal localisée en temps. Cette représentation est cependant un bon compromis entre les
phases d’attaque et de maintien de la note. Si on voulait avoir plus de précisions en temps, on
perdrait dans le m̂eme temps la précision en fŕequence et vice-versa.

2.1.6 Conclusion

On peut noter un inconvénient majeur de la TFCT. En effet, la fenêtre est de longueur fixe ce
qui est un handicap important lorsqu’on veut traiter des signaux dont les variations peuvent avoir
des ordres de grandeur très variable comme c’est le cas pour les signaux musicaux.

Par ailleurs, on remarque qu’il pourraitêtre int́eressant de faire varier la taille de la fenêtre
non seulement par translation maiségalement par dilatation et contraction en fonction des ca-
ract́eristiques du signal et de ce que l’on veut mettre enévidence. C’est préciśement ce qui nous
amèneà la repŕesentation de type ondelettes.
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2.2 Repŕesentation de type ondelettes

La repŕesentation temps-fréquence gr̂aceà l’outil d’analyse des ondelettes n’est pas, certes,
un solution au problème de l’adaptativit́e mais a constitúe surtout un tournant important pour le
probl̀eme de repŕesentation temps-fréquence, d’ad́equation de la taille et de la localisation des
atomes aux propriét́es locales des signauxà traiter. Pour cette raison, on mentionne rapidement
ici définitions et propríet́es permettant de comprendre l’apport de cette théorie aux repŕesentations
temps-fŕequence.

2.2.1 Principe des ondelettes/Interpŕetation

Nous avons vu préćedemment que la TFCT présente un inconv́enient majeur. Elle est de
résolution temporelle et fréquentielle fixe.

La transforḿee en ondelettes va nous permettre de pallier cet inconvénient. On peut dis-
tinguer deux int̂erets principaux des ondelettes en tant qu’outil mathématique d’analyse et de
repŕesentation des signaux.

Le premier est, comme dit préćedemment, centré autour de l’id́ee de construire un outil d’ana-
lyse local en temps. Nous introduirons alors la transformée continue en ondelettes et nous verrons
comment elle ŕesout les problèmes pośes par les outils classiques. La transformée en ondelettes est
non seulement une analyse locale mais, de plus, sa résolution temporelle est variable. Elle permet
donc de d́ecrire le comportement local des signauxà différenteśechellesde temps.

Le second est celui du problème de reconstruction et de la recherche de représentations pra-
tiques. En effet, cette transformée nous permet bien de reconstruire le signal de départ et pŕesente
des avantages d’un point de vue numérique.

2.2.2 D́efinition et caractéristiques principales

La transformation en ondelettes continue consisteà cŕeer,à partir d’une ondelette m̀ere not́eeψ
(qui ressemblèa une petite onde) ou encore appelée ondelette analysante, une famille d’ondelettes

ψab(t) =
1√
a

ψ
(

t−b
a

)
où a∈R+∗ est l’échelle etb∈R est la position (a sertà dilater etb à translater). On dit́egalement
que tout couple(a,b) ∈ R+∗×R définit un atome de la transforḿee.

• Caractéristiques de l’ondelette m̀ere et coefficients du signal

Les caract́eristiques de l’ondelette m̀ere sont nettement différentes de celles d’une fenêtre. En
effet, une fen̂etre avait plut̂ot l’allure d’un cŕeneau, alors que la définition deψ lui imposera d’̂etre
d’intégrale nulle. Par ailleurs, on imposeraà ψ une bonne localisation autour de 0 et pourψ̂ une
localisation autour d’une certaine fréquenceω0 > 0. On obtient ainsi des fonctionsà d́ecroissance
rapide : elles oscillent puis s’amortissent ; ce qui leur donne leur nom.
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L’analyse par ondelettes associeà la fonction analyśee les coefficients

cx(a,b) = (x,ψab) =
Z +∞

−∞
x(t)ψ̄ab(t)dt

qui comme les coefficients de Gabor décrivent le contenu de la fonction au voisinage de(b, ω0
a ) si

ψ̂ est localiśee autour deω0.

• Définition d’une ondelette mère et d’une ondelette de base.

Définition 2.5 Soitψ ∈ L1∩L2 telle que

(i)
Z +∞

−∞

|ψ̂(λ)|
|λ|

dλ < +∞

et
(ii) ‖ψ‖2 = 1.

On dit alors queψ est une ondelette m̀ere.

Remarque 2.6 1- La condition‖ψ‖2 = 1 signifie queψ a uneénergie finie. Elle est de plus nor-
maliśee.
2- L’hypoth̀ese(i) implique queψ̂(0) =

R +∞
−∞ ψ(t)dt = 0 car ψ̂ est continue. Dans les cas pratiques,

cette condition est suffisante pour obtenir les résultats ci-dessus. En effet, si on suppose queψ et
xψ sont int́egrables, on aurâψ ∈C1 et λ → |ψ̂(λ)|

|λ| continue en0. On aura donc la convergence en

l’infini puisqueψ ∈ L2.
3- Dans le cas du traitement du signal musical, il est commode d’extraire de l’analyse des infor-
mationsà propos de la distribution d’énergie et du comportement en phase dans la représentation
de la transforḿee en ondelettes. Ceci peutêtre fait facilement en utilisant une ondeletteà valeur
complexe. Il est donc nécessaire de faire l’hypothèse suppĺementaire suivante :
(iii ) g(t) ne contient que des composantesà fréquence positive (ω < 0 =⇒ ĝ(ω) = 0).

Définition 2.7 On appelle ondelette de base

ψab =
1√
|a|

ψ
(

t−b
a

)
où a et b sont dansR∗ etR, et on consid̀ere pour tout signal x∈ L2 les coefficients d’ondelettes

cx(a,b) =
Z +∞

−∞
x(t)ψ̄ab(t)dt.

Remarque 2.8 1- On peut donner pour les coefficients cx une d́efinitionéquivalente

cx(a,b) =
√

a
Z +∞

−∞
x̂(t) ¯̂ψ(at)e2iπtbdt

ou
cx(a,b) = (x∗ ψ̌a)(b)

où ψ̌a(t) = 1√
aψ(− t

a).
2- Vu du cot́e temporel (ou spatial) t, cx(a,b) renseigne sur le signal x autour du point b dans
un voisinage de taille a. Vu du côté fréquentielν, cx(a,b) renseigne sur le signal̂x autour de la
fréquence1

a.
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• Théorème fondamental
On poseK =

R +∞
−∞

|ψ̂(λ)|
|λ| dλ < +∞,nous avons le th́eor̀eme suivant :

Théorème 2.9On a avec les notations préćedentes :

a) La conservation de l’énergie

1
K

Z
R2
|cx(a,b)|2dadb

2
=

Z +∞

−∞
|x(t)|2dt.

b) La formule de reconstruction

x(t) =
1
K

Z
R2

cx(a,b)ψab(t)
dadb

a2

au sens òu si xε(t) = 1
K

R
|a|≥ε,b∈R cx(a,b)ψab(t)dadb

a2 alors xε → x dans L2 lorsqueε tend vers0.

2.2.3 Pavage temps-fŕequence.

On repŕesente ici le pavage temps-fréquence donńe par la repŕesentation de type ondelettes.

Remarque 2.10On aura pu remarquer sur la d́efinition que la transforḿee en ondelettes est
continue est infiniment redondante. Cette représentation du pavage temps-fréquence sous-entend
une discŕetisation des atomes sur le plan temps-fréquence.

2.2.4 Conclusion sur cette repŕesentation.

Cet outil de repŕesentation a clairement l’avantage sur la TFCT de posséder des atomes de
diff érentes tailles dont la résolution en temps et en fréquence varie selon la localisation de l’atome
dans le plan temps-fréquence. Cependant, comme nous avons pu le voir préćedemment sur la
repŕesentation du pavage temps-fréquence, la localisation des différents atomes selon leur taille est
fixéeà l’avance. Cet outil malgré les diff́erentes ŕesolutions qu’il autorise, ne permet pas d’adapter
cette ŕesolutionà un signal donńe.

Il va donc s’agir̀a pŕesent de comprendre les différents probl̀emes pośes par le concept ”d’adap-
tativité” de la repŕesentatioǹa un signal donńe, les diff́erents crit̀eres permettant de définir cette
adaptativit́e, ainsi que les outils de représentation permettant de les mettre en oeuvre.
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3 Crit ère de śelection

3.1 Introduction

Il s’agira dans cette partie de traiter des différents crit̀eres de śelection ou d’optimalit́e de la
repŕesentation des ”bonnes” tailles de fenêtres propośes dans la litt́erature. En effet, comme nous
l’avons d́ejà fait remarqúe, la possibilit́e d’une repŕesentation temps-fréquence avec résolution
adaptative suppose qu’il existe une ”bonne représentation”, une représentation ”adaptée” à un
signal que ce soit de façon locale ou globale. Cela implique non seulement de savoir ce qu’est une
repŕesentation adaptée mais en plus, de savoir comment la sélectionner de manière syst́ematique
grâceà ce qu’on appeleraun critère de śelection.

Plus pŕeciśement,à quoi sert un cirt̀ere de śelection ? Ou plut̂ot, comment s’en sert-on ? On
peut distinguer plusieurs usages possibles :

Premìerement, on peut penserà une optimisation de la représentation globale. Par exemple :
une taille de fen̂etre de 256 ou de 1024́echantillons est-elle plus adaptée pour ce signal ? Mais
ceci n’est pas satisfaisantétant donńe les diff́erences entre les caractéristiques temps-fréquence des
composantes d’un signal.Par exemple les phases d’attaques d’un note produite par un instrument
de musique requiert une petite fenêtre alors que la phase de maintien aurait tendance a encourager
plutôt le choix d’une grande fenêtre.

Deuxìement, on peut penserà une optimisation locale avec intervention d’un utilisateur : on
cherche quelle taille de fenêtre est le mieux adaptéeà cette composante du plan temps-fréquence
qu’on śelectionne. Mais cette approche ne nous intéresse pas puisqu’il s’agit dans ce stage d’établir
une adaptationautomatiquede la taille de la fen̂etre.

Troisièment, il est possible d’établir une optimisation locale sans intervention de l’utilisateur.
On souhaite donćetablir un algorithme qui trouve pour chaque partie du plan temps-fréquence
quelle est la taille de fen̂etre, en temps et en fréquence, la mieux adaptée et ceci automatiquement.

Par ailleurs, nous cherchons un critère de śelection qui permette de faire un calcul dans un délai
raisonnable. Une attention particulière sera donc apportée au temps de calcul qu’imposeront les
diff érents crit̀eres. Enfin, on peut soulever dèsà pŕesent le probl̀eme du lien avec la représentation
temps-fŕequence. En effet, il n’est pas immédiat d’associer un critèreà une repŕesentation temps-
fréquence. Si on trouve bien le critère qui śelectionne, il faut encore savoir ce qu’il sélectionne :
des bases différentes, une taille de fenêtre parmis deux ou plus, des atomes de tailles ou de formes
diff érentes. Mais nous verrons ces différentes possibilités dans la section 4 qui traite explicitement
des repŕesentations adaptées et adaptatives.

Nous essaierons donc dans cette section de comprendre les avantages, inconvénients et diff́erences
entre les diff́erents crit̀eres utiliśes dans l’́etat de l’art pour traiter le problème.

3.2 Fonction d’ambigüıté

On note ici une approche proposée dans [33] et dans [22]

Définition 3.1 On d́efinit la fonction d’ambigüıté d’un signal x par

Ax(τ,ω) =
Z

R
x(t +

τ
2
)x∗(t +

τ
2
)e−i2πωtdt
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Remarquons que la fonction d’ambiguı̈té peut̂etre facilement comprise comme une géńeralisation
de la fonction de corrélation au temps et̀a la fŕequence.

Définition 3.2 On d́efinit la fen̂etre optimale par gopt = arg max
{g∈L2(R)/||g||=1}

(|Ax|2, |Ag|2),

La remarque pŕećedente permet donc de comprendre qu’il s’agit tout simplement de définir
la fen̂etre optimale comméetant celle dont la corrélation en temps et en fréquence de la fenêtre
d’analyse avec le signal est la plus importante.

Par ailleurs, on peut remarquer comme dans [23] que cette approche imposera un coût de calcul
asseźelévé, c’est en partie pour cette raison que nous ne retiendrons pas cette approche pour traiter
le sujet.

• Remarques importantes :

1-Propríet́e globale du signal :
Il est assez clair que la fonction d’ambiguı̈té ne donne qu’une propriét́e globaledu signal. Par

conśequent, une question se pose. Comment appliquer localement ce critère ?

2-Vers une optimisation locale et supervisée.[23]
Afin de ŕesoudre le problème du point pŕecedent, on peut penserà une optimisation locale mais

superviśee. C’est-̀a-dire ńecessitant l’intervention de l’utilisateur. Plus préciśement, on ŕealise une
premìere analyse avec un outil comme la TFCT par exemple, l’utilisateur sélectionne une zone du
plan temps-fŕequence auquel il accorde un intér̂et particulier et pour lequelle il d́esire avoir une
repŕesentation temps-fréquence adaptée. C’est̀a ce moment qu’intervient le critère de śelection de
la ”bonne” taille de fen̂etre avecgopt. On pourra ensuite refaire une analyse du signal avec la taille
de fen̂etre choisie

3-En conclusion, la proćedure faisant intervenir un utilisateur n’est pas satisfaisante car nous
voudrions que l’adaptation se fasse de manière automatique d’une part, et d’autre part qu’elle soit
adapt́eeà toutes les composantes présentes dans le signal comme nous l’avons expliqué dans la
section 3.1.

Remarque 3.3 Pour un signal aĺeatoire, cette d́efinition peutêtre adapt́ee en prenantE{Ax} au
lieu de Ax.
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3.3 Les critères entropiques

De nombreuses informations dans cette partie ontét́e tirées de [15]

3.3.1 Origine de l’entropie et explications

L’entropie est une notion qui trouve son origine dans la thermodynamique. Elle a aujourd’hui
des applications dans des domaines très diff́erents comme l’́economie ou la th́eorie de l’informa-
tion. Mais c’est son utilisation dans la théorie de l’informatioǹa laquelle nous nous intéresserons.

D’une manìere ǵeńerale, c’est une mesure quantitative du désordre, et dans notre cadre, elle
définit une mesure de ”quantité d’information” contenue dans le signal. Dans le cas de la représentation
du signal, il s’agit de mesurer la finesse et la précision de la localisation de l’information, locali-
sationà la fois en temps et en fréquence.
L’entropie nous permettra donc de voir où l’ énergie du signal se localise dans le plan temps-
fréquence. Plus préciśement, elle nous permettra de savoir quelle représentation temps-fréquence
permet la meilleure localisation de l’information dans le plan.

Nous rappelerons ici les définitions de l’entropie dans le cadre de la théorie de l’information
et donnerons quelques unes de ses propriét́es avant de d́etailler son utilisation dans l’adaptation
des repŕesentations temps-fréquence au signalétudíe. Nous verrons ensuite en quoi l’entropie peut
être consid́eŕee comme un critère de parcimonie et comment on pourra utiliser cette remarque
importante pour traiter le sujet.

3.3.2 L’entropie de Shannon

Shannon d́efinit dans les anńees 40 l’entropie :

Définition 3.4 L’entropie de Shannon d’une variable aléatoire discr̀ete x prenant les valeurs

(xk)k∈[1,N] et de probabilit́es respectives(pk)k∈[1,N](où évidemment
k=N

∑
k=1

pk = 1) est not́ee H(x) et

est d́efinie par

H(x) =
k=N

∑
k=1

−pk logpk

Remarque 3.5 H(x) est donc d́efinie comme espérance math́ematique, ou valeur attendue, de la
quantit́e d’information. La quantit́e d’informationétant d́efinie parlogpk

Cette d́efinition de l’entropie comme mesure de la quantité d’information produite par un pro-
cessus discret aléatoire v́erifie les trois propríet́es suivantes :

Proposition 3.6 (On écrira ici H(x) comme Hn(p1, ..., pn))

1. L’entropie est une fonction continue des probabilités de chaque occurence. C’est-à-dire que
pour tout n, Hn(p1, ..., pn) est une fonction continue de chaque occurence.

2. L’entropie d’une variable aléatoire uniforme augmente avec le nombre des occurences.
C’est-̀a-dire que pour tout n, Hn(p1, ..., pn) < Hn+1(p1, ..., pn, pn+1).
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3. L’entropie d’une variable aléatoire est́egaleà la somme pond́erée des entropies des sous-
choix possibles le caśech́eant. L’entropie doit donĉetre une somme pondérée des probabilit́es de
ses occurences. En particulier, une probabilité nulle ne contribue pas̀a l’entropie. Pour tout n, on
a Hn+1(p1, ..., pn,0) = Hn(p1, ..., pn) .

4.Remarquons que les conditions d’existence de l’entropie (à savoir que
k=N

∑
k=1

pk = 1 et 0 ≤

pk ≤ 1,∀k∈ [1,N]) donnent l’encadrement :0≤ H(x)≤ log(N)

On repŕesente ici l’allure de la courbe−xlog(x) tirée de [15]

3.3.3 L’entropie d’un spectre

Nous avons jusqu’à pŕesent d́efini l’entropie d’une variable aléatoire. Comment adapter cette
notion pour en d́eduire des propriét́es de la repŕesentation temps-fréquence ? C’est de la thèse [15]
que nous avons trouvé ces informations.

Pour un signal nuḿerique la densit́e spectrale de puissance (DSP) pourraêtre assimiĺeeà une
densit́e de probabilit́e, m̂eme si pour cela, il faudra au préalable la normaliser.

En effet, on peut considérer que les valeurs possibles données par les fŕequences peuventêtre
consid́eŕees comme une probabilité proportionellèa leurénergie. On utilise dans ce cas le module
au carŕe de la Transforḿee de Fourier discrète (TFD) en tant qu’estimateur de la DSP des tranches
du signal.

Le ”désordre” mesuŕe par l’entropie repŕesente donc dans ce contexte :
– La richesse du contenu fréquentiel du signal en terme de richesse harmonique pour des signaux
stationnaires ;

– et la richesse du contenu fréquentiel en terme d’imprévisibilité temporelle pour les signaux non
stationnaires et brefs.
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Définition 3.7 La TFD d’un signal nuḿerique x[n] pour n∈ [0,N−1] est d́efinie pour k∈ [0,N−
1] par :

X[k] =
1√
N

N−1

∑
k=0

x[k].e−2iπk n
N .

Il est important de remarquer que l’entropie est une propriét́e globale d’un signal. Rappe-
lons que nous voulons l’utiliser pour donner un critère d’optimalit́e d’une repŕesentation temps-
fréquence localement. Une des difficultés est donc de définir une entropie de telle sorte qu’elle
puisse nous donner des informations sur le signal de façon locale de telle sorte que ces informa-
tions puissent faire sens pour comparer des représentations temps-fréquence.

Soit un signal nuḿerique quelconque noté (x[n])n∈[0,N−1], l’entropie au sens de la répartition
énerǵetique des fŕequences est bien définie avec la d́efinition suivante :

Définition 3.8 L’entropie d’un signal nuḿerique(x[n])n∈[0,N−1] est d́efinie, pourν =

√
N−1

∑
k=0

x[n]2

par :

H[0,N−1](x) =
N−1

∑
k=0

(
|X[k]|

ν

)2

. log

(
|X[k]|

ν

)2

On pourra remarquer que dans le cas d’un signal réel, il faut modifier un peu la d́efinition à
cause du fait que la répartition d’́energie est syḿetrique par rapport̀a Fe

2 , où Fe est la fŕequence
d’échantillonage. Il est donc nécessaire de n’effectuer la somme que pour les valeurs prises par un
signal ŕeel, soit sur[0, Fe

2 ]. La d́efinition devient donc (d́efinie dans [15]) :

Définition 3.9 L’entropie d’un signal nuḿeriqueà valeurs ŕeelles(x[n])n∈[0,N−1] est d́efinie, pour

v =

√
1
2

(
ν2−|X[0]|2−|X

[N
2

]
|2
)

par :

H[0,N−1](x) =
N/2

∑
k=0

(
|X[k]|

v

)2

. log

(
|X[k]|

v

)2

3.3.4 L’entropie de Ŕenyi et ses propríetés

L’entropie de Ŕenyi est tr̀es t̂ot propośee pour ŕesoudre le problème d’adaptivit́e. On pourra
se ŕeférer aux articles et th̀eses [23], [5]. L’entropie de Ŕenyi est une ǵeńeralisation de l’entropie
de Shannon, elle a l’inconvénient de ne plus remplir les quatres propriét́es (3.6) mais ces derniers
auteurs consid́erent qu’elle a des avantages d’un point de vue de l’implémentation.

Regardons̀a pŕesent comment on la définit pŕeciśement.

Définition 3.10 On d́efinit le spectrogramme normalisé par

Sg
x(t, f ) =

|Gg
x(t, f )|2

||x||2

où Gg
x est la transforḿee de Gabor continue du signal x avec la fenêtre g.

Remarque 3.11On pourrait aussi utiliser la transforḿee de Wigner-Ville pour d́efinir le spectro-
gramme normaliśe.
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Définition 3.12 L’entropie de Ŕenyi d’une repŕesentation temps-fréquence est d́efinie par

Rα(g) =
1

1−α
log2

Z Z
(Sg

x(t, f ))αdtd f

pour α ∈]0,1[.

On pourrait ensuite utiliser ce critère en appliquant la fonction suivante :

ŝ= argmin
s

Rα(gs)

Remarque 3.13Le param̀etre α influenceraévidemment la valeur de l’entropie : Lors de son
utilisation pour le choix de la représentation temps-fréquence, elle aura tendanceà favoriser da-
vantage une représentation avec une petite fenêtre ou bien avec une grande fenêtre. La ŕef́erence
[22] pr écise que ”de faibles valeurs deα ont tendancèa privilégier la localisation temporelle,
alors que les grandes valeurs deα privil égient la localisation fŕequentielle”. Ainsi il est clair que
le choix, totalement arbitraire d’un param̀etre α pour tout le plan temps-fréquence est d’intérêt
limité. L’idéal serait de pouvoir choisir le critère selon le type de composante que l’on souhaite a
priori mettre enévidence.

L’entropie de Ŕenyi est une ǵeńeralisation de l’entropie de Shannon au sens oùH(x)= lim
α→1

Hα(x)

Pour plus d’informations sur les entropies de Rényi et les informations qu’elles donnent sur
les propríet́es temps-fŕequence on pourra se référerà l’article [5]. On y trouvera en particulier les
probl̀emes de d́efinition de l’entropie pour certains signaux, l’étude des propriét́es et le potentiel
des entropies de Ŕenyi pour certaines applications.

3.3.5 Autres critères entropiques

Il existe de nombreux autres critères entropiques, nous citons ici les plus important ainsi que
ceux qui permettent une géńeralisation de la notion.

Les informations sur les critères dont nous parlons ci-dessous sont présents dans [15]
Il existe trois crit̀eres d́evelopṕes pour permettre une segmentation des signaux audio basés sur

une mesure entropique :

–la courbe de dimension théorique (CDT), obtenue en prenant l’exponentielle de l’entropie.

–le crit̀ere entropique local (CEL) qui est une fonction similaire au test entropique utilisé dans
les algorithmes de meilleure base.

–le contraste entropique local (CTEL) est une fonction de contraste calculéeà partir de l’en-
tropie de deux fen̂etres adjacentes.

Par ailleurs, nous verrons dans la section suivante qu’on peut choisir une base de manière
adaptative en fonction du signal. Les algorithmes de meilleure base que nous verrons en détail
(dans 4.1) śelectionnent une base dans ”une bibliothèque” de base, par minimisation d’un fonction
de côut concave. Pŕecisons quelles peuventêtre ces fonctions de coût.
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On pense en particulier aux fonctions de coût l p pourp< 2, d́efinies parφ(x) = xp/2. φ est une
fonction concave pourx > 0. Le côut correspondant̀a cette fonction s’́ecrit :

C( f ,B) =
N

∑
m=1

|< f ,gm > |p

|| f ||p

où B est la base dont on calcule le coût.

Remarque 3.14On peut remarquer ici le lien avec la définition de l’entropie de Ŕenyi dans le cas
où p=2.

• Limites de l’utilisation globale et locale du critère

Si la question importante est de savoir quel critère choisir, il est aussi important de comprendre
comment l’utiliser et quelles sont les limites de son utilisation.

Il est évident, comme nous l’avons déjà expliqúe, que l’utilisation du crit̀ere comméetant
un crit̀ereglobal du signal n’est pas satisfaisant. En effet, les différentes composantes d’un si-
gnal peuvent avoir des caractéristiques temps-fréquence tellement différent que cela ne fait pas
forcément sens. Par ailleurs, il s’agit dans ce sujet de proposer une méthode permettant une
résolution variable.

Nous devons donc nous tourner vers une utilisation locale. C’est-à-dire qu’apr̀es śelection
et identification d’un ŕegion particulìere du plan temps-fréquence aux caractéristiques temps-
fréquence homog̀enes, nous pouvonŝetre en mesure de dire quelle taille de fenêtre est la mieux
adapt́ee.

Cependant, si cette approche peutêtre dans certains cas pratique, elle nécessite l’intervention
de l’utilisateur et n’est donc pas satisfaisante.

Enfin, faisons une brève remarque sur une utilisation du critère entropique : on pourrait penser
utiliser le crit̀ere trame par trame et faire le calcul localement de cette façon. C’est-à-dire : on
calcule l’entropie d’une trame avec une petite fenêtre, et l’entropie d’une trame avec une plus
grande fen̂etre. Cependant, il n’est pas sensé de comparer les deux entropies puisqu’elles ne sont
pasévalúees sur le m̂eme extrait de signal, la taille de la trame ayantét́e modifíee.

3.3.6 L’entropie : un crit ère de parcimonie

Comme nous l’avons vu, les critères de śelection utilisant l’entropie considèrent qu’une re-
présentation temps-fréquence est de bonne qualité quand elle concentre les informations (à savoir
l’ énergie) sur une faible quantité de points, ou du moins sur la quantité la plus faible possible. En
effet, nous avons d́ejà expliqúe que l’entropie favorisait les représentations avec des coefficients
non nuls sur le plus faible nombre de points. C’est donc tout simplement un critère de parcimonie
de la repŕesentation.

D’une manìere plus ǵeńerale, on peut par conséquent consid́erer tous les crit̀eres de parcimonie
comme crit̀ere de śelection. C’est ce que nous avons choisi pour la suite du travail et pour proposer
une ḿethode alternative aux propositions présent́ees ici.
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3.3.7 Conclusion

Nous avons eu l’occasion dans cette section de dresser un tableau quasi-exhaustif de tous
les crit̀eres de śelection d’une bonne représentation temps-fréquence. Par ailleurs, nous avons pu
comprendre la difficult́e d’utiliser ces outils pour faire un choix de ”bonne” représentationloca-
lement. Nous avonśegalement soulevé le fait qu’un crit̀ere, pour̂etre effectif, doit ńecessairement
être ”relíe” à une certaine représentation. En effet, il faut que le critère puissêetre un outil de
sélection ou de comparaison entre des représentations, mais cette opération ne fait pas forćement
sens comme nous l’avons vu dans les limites de l’utilisation de tels critères. Nous nous penche-
rons dans la section suivante sur le problème de la représentatioǹa associer au critère de śelection.
En effet, comme nous l’avons déjà soulev́e, si le crit̀ere śelectionne il n’est paśevident de savoir
ce qu’il śelectionne : une base avec une taille de fenêtre, une base avec des tailles de fenêtres
diff érentes, des atomes. . . C’est ce que nouśetudierons dans la section 4.
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4 Représentations adapt́ees et adaptatives

On traite dans cette section, toutes les représentations ”adaptées ou adaptatives”. On considère
dans la suite qu’une représentation est adaptée ou adaptative si elle permet plusieurs types de
pavage temps-fréquence et ainsi différentes représentations et résolutions temps-fréquence.

4.1 Recherche de meilleure base, ’best basis’

4.1.1 Principe

Les algorithmes de meilleure base ([7]) permettent d’adapter la base utilisée au signalx. Le
critère d’optimalit́e est la minimisation d’une fonction de coût additive ce qui revient̀a un crit̀ere
entropique en ce qu’elle concentre autant que possible sonénergie sur peu de coefficients. Les
algorithmes de meilleure base choisissent une base dans une bibliothèque de base orthonormale.

Ces d́ecompositions conduisentà des segmentations temporelles ou fréquentielles, elles per-
mettront le choix de meilleure base. Il s’agit de trouver la meilleure combinaison des atomes
géńeŕes par les bases des différentes it́erations.

4.1.2 Algorithme plus d́etaillé

Nous pŕesentons ici de façon détaillée l’algorithme de recherche de meilleure base dans l’ar-
ticle [7]. Il està noter que cet algorithme fut créé dans le but de la compression. Il s’appuie sur une
structure dyadique, òu chaque sous-bande est le père de deux fils. En voici les différenteśetapes :

1.La d́ecomposition est effectuée jusqu’̀a la profondeuŕequivalentèa la ŕesolution la plus fine
souhait́ee.

2. Une fonction de côut est calcuĺee pour les paquets obtenus aux itérations successives. On
appelle poids la valeur de la fonction de coût d’un paquet. Les critères fŕequemment utiliśes sont
l’entropie de Shannon, l’énergie et toutes les normes deL2.

3. En partant de la profondeur maximale,à savoir le bas de la décomposition, la somme des
poids de deux fils est comparée au poids de leur père. Deux cas sont possibles :

–Si la somme des poids des fils est supérieure au poids du père, alors le p̀ere est conservé.
Autrement dit, l’atome temps-fréquence représent́e par le p̀ere est plus adapté au signal que les
deux fils, il est alors logique de le garder.

–Si la somme des poids des fils est inférieure au poids du père, alors les deux fils sont conservés.
Le poids du p̀ere est remplaće par la somme des poids des fils pour la suite du testà la profondeur
suṕerieure.

4.Le test reprend̀a l’étape 1̀a la profondeur suṕerieure.

En ŕesuḿe, l’algorithme conserve le père lorsque la sous-bande est vide ou de faibleénergie
et conserve le fils lorsqu’au moins un des deux contient du signal.
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Nous repŕesentons ici les bases obtenues aux différentes it́erations de l’algorithme d́ecrit ci-
dessus sur la première ligne. Sur la seconde, nous représentons deux combinaison linéaire de ces
bases.

Cette figure est tiŕee de[15]

4.1.3 Conclusion et bilan

Nous pouvons voir que l’algorithme tel qu’il est décrit et construit pŕecedemment ne permet
pas une adaptativité totale de la représentation au signal. En effet, certaines configurations, qui
pourraient̂etre les plus avantageuses, ne sont pas possible. Par exemple, il est impossible d’avoir
au d́ebut du signal la succession de fenêtres suivante : ’petite, grande, petite’. Nous allons donc
essayer de reḿedierà cette ”rigidit́e” de l’adaptation.
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4.2 Les repŕesentations adapt́ees en temps ou en fŕequence.

Nous pŕesentons ici la transforḿee de Gabor instationnaire présent́ee dans [23] et appelée
également transforḿee covariante par translation temporelle ou par translation fréquentielle. En
particulier, nous (re)d́emontrons dans la section 4.2.1 le cas discret nécessairèa une impĺementation.
Cette partie n’́etant par pŕesente dans les références̀a savoir dans [23], il a fallu la d́emontrer pour
valider le sens d’une implémentation vis̀a vis de la th́eorie.

4.2.1 La transformée de Gabor instationnaire : Ǵenéralit és

Le principe de la transforḿee de Gabor instationnaire est grossiérement une analyse de Gabor
avec une fen̂etre pouvant̂etre de taille variable en temps ou en fréquence.

Comme nous l’avons dit préćedemment, le terme transformée de Gabor instationnaire regroupe
la transforḿee covariante par translation temporelle et la transformée covariante par translation
fréquentielle. Comme nous le verrons, le temps et la fréquencéetant duaux dans ces définitions, il
n’y a pas de diff́erences fondamentales entre les deux.

• Pavage de la transforḿee covariante par translation temporelle.

On pŕesente ci-dessous le pavage d’une transformée covariante par translation temporelle.

4.2.2 La transformée covariante par translation temporelle

On d́efinit :

Définition 4.1
– La famille de fenêtre : Soit (gτ)τ∈R une famille de fen̂etre (τ est un param̀etre temporel)

définie dans L2(C) telle que∀t ∈ R,
R
R |gτ(t)|2dτ = 1(condition d’admissibilit́e)

– Les atomes :gτν(t) = gτ(t)ei2πν(t−τ)

Définition 4.2 On d́efinit la transforḿee de Gabor instationnaire Hgx (τ,ν) d’un signal x∈ L2(C)
avec une famille g= (gτ)τ∈R par le produit scalaire sur les atomes de la décomposition :

Hg
x (τ,ν) =

Z
R

x(t)gτ(t)e−i2πν(t−τ)dt
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Remarque 4.3 sur cette transforḿee

1-Principe de la d́ecomposition atomique

Cette transforḿee peut̂etreévidemment vue comme une décomposition atomique :
On choisit pour chaque valeur deτ, une fen̂etre d’analyse gτ bien localiśee temporellement

autour deτ. On a maintenant la possibilité de faire varier la taille et/ou la forme de gτ en fonc-
tion deτ. Ainsi les caract́eristiques temps-fréquence varient avec le temps . Notons bien que la
résolution fŕequentielle ne varie pas icià un instantτ donńe.

2-Rapport avec la TFCT

La transforḿee de Gabor instationnaire peut, comme la transformée de Gabor classique vue,
à un instantτ donńe, comme un spectrèa court terme du signal.

• Propri étés fondamentales de la transforḿee

On mentionne ici les propriét́es fondamentales pour son utilisation pratique.

Proposition 4.4 On a les propríet́es suivantes :

– Linéarité :∀(λ,µ) ∈ C2,∀(x,y) ∈ (L2(R))2, Hg
λx+µy = λHg

x +µHg
y

– Covariance :Soitν0 ∈ R, xν0 = x(t)ei2πν0t , ∀(τ,ν) ∈ R2,Hg
xν0

(τ,ν) = ei2πν0τHg
x (τ,ν−ν0)

– Isoḿetrie :La transforḿee conserve le produit scalaire(Hg
x ,Hg

y ) = (x,y)

– Inversion :∀x∈ L2(R),x =
R R

Hg
x (τ,ν)dτdν.

– Conservation de l’́energie
R
|x(t)|2dt =

R R
|Hg

x (τν)|2dτdν

• Version discrète de la transformée utile pour l’impl émentation

Enfin, on d́efinit la transforḿee dans le cas discret et redémontre l’isoḿetrie dans ce cas
permettant de retrouver les propriét́es importantes dans ce cas-ci (inversion et conservation de
l’ énergie).

Définition 4.5 On d́efinit la condition d’admissibilit́e comme :

∀n∈ N, ∑
m∈Z

|hm[n]|2 = 1

Définition 4.6 On d́efinit la famille d’atomes dicr̀ete par

∀n∈ N,hm,k[n] = hm[n]ei2π k
N (n−τm)

Définition 4.7 On d́efinit la transforḿee dans l’espace suivant :

E =

{
X : Z×Z→ C/ lim

N+∞

1
2N+1 ∑

m∈Z

k=+N

∑
k=−N

|X(m,k)|2 < ∞

}
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Nous donnons ici les propriét́es importantes dans le cas discret :

Proposition 4.8 Nous avons les propriét́es et d́efinitions suivantes :
– Produit scalaire :E muni du produit scalaire∀(X,Y) ∈ E ,

(X,Y) = lim
N+∞

1
2N+1 ∑

m∈Z
∑

k∈[−N,N]
X(m,k)Y(m,k)

(espace de Hilbert)
– Définition : Transforḿee du signal x d́efnie surE

Ih
x (m,k) = ∑

n∈N
x[n]hm[n]e−i2π k

N (n−τm)

– Propriét́es conserv́ees :
Propriét́e d’isoḿetrie :∀(x,y) ∈ (L2(R))2, (Ih

x , Ih
y ) = (x,y).

Formule d’inversion x= limN→+∞
1

2N+1 ∑m∈Z ∑k∈[−N,N] I
h
x (m,k)hm,k

Toutes ces propriét́es sont donńees facilement par la formule d’isométrie. Pour cette raison, on
ne les d́emontrera pas. Par contre nous démontrons ci-dessous la propriét́e d’isoḿetrie. Pŕecisons
que cette preuve ne figure pas dans les références et qu’il a donc fallu la démontrer pour valider
une impĺementation dans le cas discret.

Preuve 4.9 Nous v́erifions ici la propríet́e d’isoḿetrie avec les d́efinitions pośees plus haut.
La définition de l’ensemble sur lequel on travaille est la suivante :

E =

{
X : Z×Z→ C telle que lim

N+∞

1
2N+1 ∑

k∈[−N,+N]
∑

m∈Z
|X(m,k)|2 < ∞

}
.

On pose pour un signal x

Ih
x (m,k) = ∑

n∈N
x[n]hm[n]e−i2π k

N (n−τm)

La premìere chosèa montrer est que si x est dans`2(Z2) alors Ihx est dansE . Pour cela on
montre que cette transformation est une isométrie, c’est-̀a-dire que pour tous signaux x et y on a

< Ih
x , Ih

y >=< x,y >

avec

< Ih
x , Ih

y >:= lim
N→+∞

1
2N+1 ∑

k∈[−N,+N]
∑

m∈Z

(
∑
n∈Z

x[n]hm[n]e2iπ k
N (n−τm)

)(
∑
n∈Z

y[n]hm[n]e2iπ k
N (n−τm)

)

On pose pour cela P la longeur de y, K la longueur de x et M le maximum des longueur des
fen̂etres hm. On pose alors L= max(K,P).
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On a

1
2N+1 ∑

k∈[−N,+N]
∑

m∈[−M,+M]

(
∑

l∈[0,L]
x[l ]hm[l ]e2iπ k

N (l−τm)

)(
∑

p∈[0,L]
y[p]hm[p]e2iπ k

N (p−τm)

)
=

1
2N+1 ∑

m∈[−M,+M]
∑

k∈[−N,+N]

(
∑

l∈[0,L]
x[l ]hm[l ]e2iπ k

N (l−τm)

)(
∑

p∈[0,L]
y[p]hm[p]e2iπ k

N (p−τm)

)
=

1
2N+1 ∑

m∈[−M,+M]
∑

l∈[0,L]
∑

p∈[0,L]
x[l ]hm[l ]y[p]hm[p] ∑

k∈[−N,+N]
e2iπ k

N (l−τm)e−2iπ k
N (p−τm) =

1
2N+1 ∑

m∈[−M,+M]
∑

l∈[0,L]
∑

p∈[0,L]
x[l ]hm[l ]y[p]hm[p] ∑

k∈[−N,+N]
e2iπ k

N (l−p)

(1)

Remarquons que

∑
k∈[−N,+N]

e2iπ k
N (l−p) =

sin
(
π2N+1

N (l − p)
)

sin
( π

N(l − p)
)

et on en d́eduit que si l est diff́erent de p on a

lim
N→+∞ ∑

k∈[−N,+N]
e2iπ k

N (l−p) = 0

et par contre si p= l

lim
N→+∞ ∑

k∈[−N,+N]
e2iπ k

N (l−p) = 2N+1

Dès lors

lim
N→+∞

1
2N+1 ∑

m∈[−M,+M]
∑

l∈[0,L]
∑

p∈[0,L]
x[l ]hm[l ]y[p]hm[p] ∑

k∈[−N,+N]
e2iπ k

N (l−p) =

∑
m∈[−M,+M]

∑
l∈[0,L]

|hm[l ]|2x[l ]y[l ] = ∑
l∈[0,L]

x[l ]y[l ]avec la condition d’admissibilité
(2)

et en passant̀a la limite sur M et L on a bien

< Ih
x , Ih

y >= ∑
l

x[l ]y[l ] =< x,y >

• Quelques remarques sur la construction des atomes

On cherche donc une famille(hm)m∈Z telle que∀n ∈ N,∑m∈Z |hm[n]|2 = 1 (1). Nous savons
que pour cela il suffit de trouver une familleηk telle que il existe(A,B) verifiant 0< A≤ B < ∞ et
∀n∈ N,A≤ ∑k |ηk[n]|2 ≤ B qu’on normalisera pour v́erifier (1).

Regardons de plus près comment choisir lesηk. On les choisit tels que :
– Card{Supp(ηk)}< ∞ (1)
– ηk > 0,∀n∈ Supp(ηk) (2)
–

S
k Supp(ηk) = N (3)

– ∃N ∈ N∗/∀n∈ N,Card{k/n∈ Supp(ηk)}< N(4)

Remarque 4.10On peut remarquer que la propriét́e (1) impose que la fenêtre soit de taille finie,
que la propríet́e (2) impose qu’elle soit positive, la (3) que toutes les fenêtre recouvrent l’ensemble
du signal et la propríet́e (4) impose que chaqueéchantillon ne soit recouvert que par un nombre fini
de fen̂etre. Seule la propriét́e (4) est ńecessairèa une bonne construction, les autres correspondent
à la façon dont on les construit dans la pratique.
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• La transform ée covariante par translation temporelle.

Dans le cas de la transformée covariante par translation temporelle, nous avons des définitions
et propríet́es compĺetement analogues. On indique icià titre indicatif quelques d́efinitions ainsi
que le pavage temps-fréquence correspondantà la transforḿee.

– Condition d’admissibilit́e∀ξ ∈ R,
R
|ĝk(ξ)|2dν = 1

– On d́efinit l’atome pargτν(t) = gν(t− τ)
– et la transforḿee parKg

x (τ,ν) =
R

x(t)gν(t− τ)dt
– Pavage temps-fréquence

4.2.3 Conclusion et bilan

On peutà pŕesent analyser les avantages et inconvénients de cette transformée.

Avantages

Elle pŕesente tout d’abord l’avantage d’avoir une résolution temporelle ou une résolution
fréquentielle variable. Tout ceci en assurant la formule d’inversibilité avec une charge de calcul
limit ée. Par ailleurs, il est possible avec cette transformée et associée à un crit̀ere de śelection
de la taille de ŕealiser une optimisation locale en sélectionnant̀a l’avance la zone du plan temps-
fréquence pour laquelle on veut choisir la ”meilleure” taille de fenêtre.

Inconvénient

Par ailleurs, on peut voir qu’elle présente quelques inconvénients. Comme nous avons pu le
remarquer, la ŕesolution s’effectue en temps ou en fréquence mais ne peut pas s’effectuerà la
fois en temps et en fréquence. Ce qui limite d’ores et déjà les possibilit́es d’adaptativit́e de cette
transforḿee. Par ailleurs, elle impose un condition d’admissibilité sur les fen̂etres m̂eme si de
petites variations au niveau local de la taille permet de respecter cette condition. Enfin, même si
l’impl émentation est simple, il n’est pas possible de la relierà un crit̀ere de śelection automatique
sans intervention de l’utilisateur.
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4.3 La représentation multicouche

On pŕesente dans cette section la représentation multicouche issue de [23]. On présentera suc-
cessivement, le partitionnement en fréquence qui est un concept important de la représentation,
l’algorithme puzzle temps-fréquence qui ŕealise la repŕesentation multicouche et la reconstruc-
tion. Enfin, on tentera de comprendre plus préciśement la nature d’une représentation multicouche
et les qualit́es de l’algorithme d́ecrit.

4.3.1 Le partitionnement du plan

Le partitionnement du plan est la premièreétape de l’algorithme.

On partitionne le plan temps-fréquence en rectangles(Rm,n)(m,n)∈Z2 de largeur temporelle
∆τ > 0 et de largeur fŕequentielle∆ν > 0 :

Rm,n = [(m− 1
2
)∆τ,(m+

1
2
)∆τ[×[(n− 1

2
)∆ν,(n+

1
2
)∆ν[.

ILs constituent bien une partition du plan temps-fréquence carR2 =
S

(m,n)∈Z2 Rm,n

On choisit ensuite dans chaque rectangle(R(m,n))(m,n)∈Z2 la meilleure fen̂etre au sens du critère
de śelection.

Un probl̀eme determinant pour l’algorithme est qu’il n’y a pas de reconstruction parfaite. En
effet, de trop nombreuses erreurs dues aux zones de transition entre les représentations empêchent
cette reconstruction. Pour y remédier, il va donc falloir construire l’algorithme itératif de ”puzzle
temps-fŕequence” que nous décrivons ci-dessous.

4.3.2 L’algorithme puzzle temps-fŕequence

• Principe de l’algorithme

Nous d́ecrivonsétape paŕetape le principe de l’algorithme :

– Śelection de la fen̂etre : On teste pour chaque fenêtre et pour chaque rectangle le critère
entropique, on choisit la fenêtre qui minimise le crit̀ere pour un rectangle donné. Ceci pour
chacun des rectangles.

– On inverse le ŕesultat m̂eme s’il n’y a pas de reconstruction exacte.

– On calcule le ŕesidu, c’est-̀a-dire la diff́erence entre le signal initial et le signal reconstruit.

– On it̀ere le processus en effectuant exactement le même traitement sur le résidu.

– On constate que l’algorithme converge même s’il n’existe pas de preuve mathématique de
la convergencèa ce jour.

• Détails de l’algorithme
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– On d́efinit un partitionnement du plan temps-fréquence comme décrit plus haut, c’est-à-dire
en rectangles :
(Rm,n)(m,n)∈Z2 de largeur temporelle∆τ > 0 et de largeur fŕequentielle∆ν > 0 :

Rm,n = [(m− 1
2
)∆τ,(m+

1
2
)∆τ[×[(n− 1

2
)∆ν,(n+

1
2
)∆ν[

On notera dans la suite chaque rectangleRsoù (s= (m,n))

– On d́efinit la grille L(Lattice) qui repŕesente la grille de discrètisation d̂ue à un certain
repère de Gabor rpar :

L r = τrZ×νrZ

avecτr et νr pas de discr̀etisation pośes a priori arbitrairement.

– Ensuite, pour chaque repère r, on d́efinit L r,s = L r ∩Rsoù (s = (m,n)) qui identifie les
atomes qui se trouvent dans un rectangle donné.L r,s repŕesentent ainsi les eléments de la
grille qui sont dansRs.

– On choisit ensuite le fenêtre optimale au sens du critère d́efini (on consid̀ere ici l’entropie de
Rényi) : r(x,s) = argminr=0...R−1Hα(v(x, r,s)) où v(x,r,s) est〈x,gs

mn〉,(m,n) ∈ L r,s. De cette
façon, on d́efinit pour le rectangles du signalx un rep̀ere de Gabor adapté et not́e r(x,s).

– On obtient ainsi un premier résultat (òu on note(., .) le produit scalaire) :

x(1) = ∑
s

∑
λ∈L r(x,s),s

(x,gr(x,s)
λ )gr(x,s)

λ

et le ŕesiduR 1(x) = x−x(1)

– Et on peut enfin it́erer le processus pour obtenir une bonne reconstruction du signal en
plusieurs couches. On a ainsi l’équation suivantèa la kìeme it́eration

x(k) = ∑
s

∑
λ∈L r(R k−1(x),s),s

(R k−1(x),gr(R k−1(x),s)
λ )gr(R k−1(x),s)

λ

qui repŕesente le ”bout” du signal reconstruità la kìeme it́eration.

– et le ŕesultat finalx= ∑K
k=1xk+R k(x) qui repŕesente le signal reconstruità la kìeme it́eration.

4.3.3 La représentation multicouche

• Principe

Nous essayons ici de comprendre plus préciśement en quoi l’algorithme d́ecrit ci-dessus ŕealise
une repŕesentation multicouche. Pour un repèrer fixé, on isole les composantes du signal qui sont
”bien repŕesent́ees” avec le rep̀erer.

On appelle ainsi une couche les composantes qui sont bien représent́ees selon un repère r
donńe. En effet, si on effectue une reconstruction partielle pour chacun des repèresr, on obtient
une repŕesentation multicouche du signal.
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Cette repŕesentation est particulièrement int́eressante avec deux types de repères de Gabor
diff érents. C’est-̀a-dire avec un rep̀ere avec des petites fenêtres en temps et un autre avec de petites
fenêtre en fŕequence. Considérer cette représentation avec uniquement deux repères de Gabor
diff érents permet d’isoler les composantes avec des caractéristiques temps-fréquences diff́erentes :
on isolera les composantes localisées en temps̀a savoir les transitoires des composantes tonales
qui sont quasi-stationnaires.

• Etude de l’algorithme

On pŕesente ici quelques uns des résultats pŕesent́e dans [23] lors de tests permettant de com-
prendre sa d́ependancèa certains param̀etres :

On constate une forte dépendance de l’algorithme au type de signal ainsi qu’a la taille des
rectangles. Dans le cas avec deux couches :

– Type de signal :On calcule le rapport signalà bruit en 20 it́erations
– pour un bruit blanc :140dB
– pour un glockenspiel :160dB
– pour des sinusoı̈des+implusions :170dB

– Taille des rectangles :La vitesse de convergence augmente avec la taille des rectangles.
– L’ énergie pŕesente dans le résidu provient des erreurs de reconstruction aux interfaces entre

les rectangles temps-fréquence.
– Il y a donc un compromis̀a faire car une grande taille de rectangles permet une convergence

rapide mais ne permet par une localisation concentrée dans le plan temps-fréquence.

• Puzzle et seuillage entropique

Un inconv́enient de cet algorithme est que pour certaines composantes, la ”meilleure” représentation
par l’algorithme n’est pas forcément ”bonne”, c’est-̀a-dire suffisamment parcimonieuse. Indépendamment
de la fen̂etre utiliśee, certaines composantes comme un bruit blanc par exemple, n’auront pas de
repŕesentation parcimonieuses.

Ceci peut̂etre probl̀ematique pour interpréter l’algorithme multicouche. Par exemple, on peut
se demander comment seront représent́ees les composantes bruitées ? Elles les seront par les deux
tailles de fen̂etres ; si on utilise un algorithme avec deux couches,à savoir, deux rep̀eres de Gabor.
Ainsi des composantes peuventêtre partaǵees entre deux couches.

On peut y reḿedier avec l’ajout d’un seuil sur les valeurs d’entropies pour avoir la parcimonie
satisfaisante. De cette façon, on fait en sorte que les composantes pour lesquelles la représentation
n’est pas suffisamment parcimonieuse (suffisammentétant repŕesent́e par la valeur du seuil) ne
soient pas représent́ees et restent dans le résidu.

• Conclusion sur la représentation multicouche

Avantages

Ajoutons tout d’abord qu’il existe une deuxième variante de cet algorithme présente dans [23].
Nous ne l’avons pas décrit ici car il semblait que la première était suffisante pour comprendre
les concepts importants de cette représentation. Vis̀a vis de la transforḿee de Gabor instationnaire
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dont nous avons parlé plus haut, elle représente l’avantage indéniable de permettre une adaptativité
de la repŕesentation en temps ET en fréquence. Et ceci avec une reconstruction aussi parfaite que
souhait́ee. On peut en effet, rendre l’erreur de reconstruction aussi petite que souhaitée gr̂aceà la
convergence (exṕerimentale) de l’algorithme.

On remarque en particulier que l’adaptativité propośee ici est particulìerement int́eressante si
les fen̂etres sont tr̀es diff́erentes et dans le cas de deux couches seulement. Pour l’instant, l’intér̂et
d’avoir un plus grand nombre de couches n’est pasévident.

Inconvénients
Enfin, si les ŕesultats sont convaincants, la complexité de l’algorithme et la difficult́e de l’impĺementer

nous a encouragé à chercher d’autres ḿethodes qui pourraientêtre trait́ees dans le temps cours et
limit é de ce stage.
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4.4 Le Matching Pursuit

Le Matching Pursuit s’inscrit dans les algorithmes de poursuite dont il existe plusieurs sortes.
Quelques mots sur les algorithmes de poursuite pour le situer dans son contexte :

Les bases de Fourier et d’ondelette donnent une approximation linéaire tr̀es pŕecise pour des
signaux particulìerement ŕeguliers. La poursuite de base ou de vecteurs ajoute des degrés de libert́e
suppĺementaires dans le choix de la base ou dans celui des vecteurs pour représenter le signal. Les
vecteurs ainsi choisis mettent en avant les structures principales du signal et donnent par ce biais
ses caractéristiques temps-fréquence.

Pour mieux comprendre les qualités des approximations par poursuite, donnons l’analogie
trouvée dans [28] :

”Un enregistrement musical comprend souvent au même instant des notes de durées diff́erentes
[...].La même note de musique peut aussi avoir des durées diff́erentes quand elle est jouéeà des ins-
tants diff́erents [...]. Pour approximer efficacement un signal musical, il faut que la décomposition
dispose de la m̂eme libert́e que le compositeur, qui peut choisir librement les atomes temps-
fréquence (les notes) les mieux adaptéesà la repŕesentation d’un son”

4.4.1 Matching Pursuit et représentation avec ŕesolution adaptative

Nous allons d́ecrire pŕecis̀ement l’algorithme de Matching Pursuit dans la suite mais tentons
d’expliquer d̀esà pŕesent en quoi cette ḿethode permet une représentation temps-fréquence avec
résolution adaptative.

Le Matching Pursuit cherchèa approcher un signalx grâceà une d́ecomposition atomique où
les atomes sontchoisisdans un dictionnaire (ensemble d’atomes temps-fréquence) fix́e au d́epart.
La seule condition imposée au d́epart sur le dictionnaire est qu’il soit complet, c’est-à-dire que les
combinaisons lińeaires de ses atomes soient denses dans l’ensemble de définition du signal,L2(R).
Par la suite, les atomes qui seront utilisés dans la d́ecomposition lińeaire sont choisis de manière
adaptative par rapport au signalx donńe au d́epart.

Le choix des atomes compris dans le dictionnaire est donc relativement libre et on peut le
choisir de telle sorte qu’il contienneplusieurs taillesd’atomes temps-fŕequence. L’algorithme
Matching Pursuit choisira parmis les différents atomes ceux dont la taille est la mieux adaptée
aux caract́eristiques locales du signal.

Ainsi, il est clair que le Matching Pursuit définit des repŕesentations adaptatives de signaux
sonores en représentant le signal sous forme de combinaisons linéaires d’atomes extraits du dic-
tionnaire. Le crit̀ere de śelection est ici la corŕelation de l’atome avec le signal. Plusieurs méthodes
sont propośees dans [13] permettant chacune de représenter certaines structures caractéristiques.
En particulier, le Matching Pursuit Harmonique[13] décompose le signal en composantes harmo-
niquesélémentaires alors que le Matching Pursuit Chirpé[13] extrait les variations de fréquence
instantańee.
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4.4.2 Principe du Matching Pursuit

Au début de l’algorithme, on śelectionne l’atome le plus correlé avec le signal observé. On
obtient ainsi une estiḿeeà la premìere it́eration de l’algorithme. Celle-ci est le projeté orthogonal
du signal sur l’atome selectionné. Si on fait la diff́erence de cette estimée avec le signal du départ,
on obtient le ŕesidu.

L’algorithme consistèa recommencer l’étape pŕećedente sur le résidu obtenu : on cherche
l’atome du dictionnaire le plus correlé avec le ŕesidu, puis on estime le résidu en le projetant sur
l’atome selectionńe. Ensuite on renouvelle le processus jusqu’à ce que le crit̀ere d’arr̂et soit atteint.
Dans la description d́etaillée de l’algorithme, on noterar(k) le résidu de l’estiḿeex̂(k) du signalx
à l’étapek de l’algorithme,gk l’atome choisià l’étapek de l’algortihme.

4.4.3 La description de l’algorithme

Plus pŕeciśement, on distingue leśetapes suivantes :
0.On initialise ˆx(0) à 0,r(0) àx puisk à 1.

A l’it érationk,
1.On calcule les corrélations{〈gi , r(k−1)〉= gT

i .r(k−1)}i=1..n

2.On choisit la plus forte de ces corrélations :

ik = argmax
i
|〈gik, r

(k−1)〉|

3. On met̀a jour l’estiḿee ainsi que son résidu :

x̂(k) = x̂(k−1) + 〈gik, r
(k−1)〉gik

r(k) = x− x̂(k) = r(k−1)−〈gik, r
(k−1)〉gik

4.On incŕementek de 1 et on reprend leśetapes 1,2 et 3 jusqu’à ce que le crit̀ere d’arr̂et soit
atteint. Le crit̀ere d’arr̂et peutêtre le nombre d’it́erations tout comme un rapport signalà bruit
minimum.

4.4.4 Le choix du dictionnaire

On donne ici quelques définitions de dictionnaires multi-échelles d’atomes temps-fréquences.
Pŕecisons que le terme multi-échelle signifie qu’il y a plusieurs tailles de fenêtres.

• Dictionnaire de Gabor
On d́efinit le dictionnaire multi-́echelle de GaborDGabor par l’ensemble des atomes temps-

fréquence de la forme :

ga,t, f (t ′) =
1√
a

g(
t ′− t

a
)ei2π f t ′
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Ces atomes ont́et́e obtenus par dilatation, translation temporelle et modulation fréquentielle d’une
fenêtreg. On choisit pourg un fonction paire, positive, dont l’énergie est localiśee autour du temps
0

• Dictionnaire de chirplets

Le dictionnaire de ”chirplets”Dchirp géńeralise le dictionnaire de Gabor. En effet, comme nous
le voyons dans la d́efinition ci-dessous, leDchirp comprend les atomes dont la fréquence peut varier
avec le temps. Ils s’écrivent :

ga,t, f (t ′) =
1√
a

g(
t ′− t

a
)ei2π[ f t ′+ c

2(t ′−t)2
]

On peut ainsi remarquer que chaque atome a une fréquence instantanée de

fga,t, f ,c(t
′) = f +c(t ′− t)

• Utilisation de la librairie MPTK

MPTK (Matching Pursuit Toolkit) est une implémentation efficace, dévelopṕeeà l’IRISA, de
l’ algorithme Matching Pursuit, pour la décomposition parcimonieuse de signaux multicanaux.
MPTK permet de traiter des problèmesà grandeéchelle (ex : signaux de plus de 50 millions
d’échantillons) en un temps raisonnable.

Elle permet de d́efinir de manìere tr̀es pŕecise le dictionnaire que l’on veut utiliser, les atomes
qui y sont et leurs caractéristiques temps-fréquence.

Pour le manuel d’utilisation, on pourra se référerà [25]

• Choix du dictionnaire

A présent que nous avons les outils théoriques et pratiques pour l’utilisation du Matching
Pursuit, il ne reste qu’à choisir pŕeciśement le dictionnairèa utiliser.

Comme nous l’avons d́ejà not́e, l’algorithme Matching Pursuit est intéressant pour traiter notre
sujet car on peut utiliser plusieurs tailles et plusieurs types d’atomes. Dans un premier temps, il
est int́eressant d’utiliser un dictionnaire de Gabor composé de deux tailles de fenêtre diff́erentes,
une petite de 64́echantillons par exemple et une grande de 256échantillons par exemple. Cela
permettra de d́etecter les diff́erentes composantes du signal analysé ainsi que ses caractéristiques.
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• Représentation graphique

On repŕesente la d́ecomposition en atomes avec Matching Pursuit fait avec les paramètres
suivants :

– Le son est un son de glockenspiel de 6 secondes
– Le crit̀ere d’arr̂et était le nombre d’it́eration fix́e à 100 000.
– Les atomes sont des atomes de Gabor de taille : 32,128,256,32768échantillons repŕesentant

respectivement 0.7 ; 2.9 ; 5.8 ; et743 ms.

Remarque 4.11 Il est int́eressant de noter ici que la MPTK nous permettrait de sélectionner
les atomes de petites tailles qui ontét́e choisis par l’algorithme de Matching Pursuit et de les
représenter. En effet, une fois une première approximation faite, on peut sélectionner les atomes
qui ontét́e chosis pour la reconstruction.

4.4.5 Conclusion et bilan

• Avantages.
Un des avantages est entre autre l’existence de la MPTK qui facilite considérablement l’utili-

sation de l’algorithme. On peut très facilement changer les atomes présents dans le dictionnaire
et donc mettre eńevidence certaines carctéristiques du signal selon ce que l’on sait a priori sur le
signal utiliśe.

• Inconvénient.
La repŕesentation temps-fréquence du Matching Pursuit est pratique car elle fait apparaı̂tre les

principales caractéristiques temps-fréquence du signalétudíe. Cependant, comme nous pouvons le
voir, tout le plan temps-fŕequence n’est pas rempli par les atomes et nous restons sans informations
sur les parties du plan qui n’ont pasét́e analyśees par les atomes sélectionńes. Par ailleurs, il est
donc impossible de juger de la parcimonie de la représentation dans ces conditions.
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5 Proposition alternative aux méthodes existantes.

5.1 Introduction

Nous avons expliqúe dans la section 3.2.6 en quoi le critère entropique pouvaitêtre consid́eŕe
comme un crit̀ere de parcimonie. Nous allons dans la suite détailler un algorithme utilisant ce
critère.

On pŕesente dans cette partie un algorithme décrit dans l’article d’Ingrid Daubechies, Michel
Defrise et Christine De Mol ”An iterative thresholding algorithm for linear inverse problems with
a sparsity constraint”[9]. En effet, on peut trouver de nombreux avantages d’un représentation
intégrant ce crit̀ere de śelection et nous verrons cela en détail dans ce qu’il va suivre.

5.2 La théorie

Nous pŕesentons brièvement ici des notions qui seront nécessaires pour comprendre l’algo-
rithme d́ecrit dans cette section.

5.2.1 Repŕesentation parcimonieuse

On utilisera dans la suite les représentations parcimonieuses minimisant un critère de typel τ.
On les d́efinit de la façon suivante :

Définition 5.1 On d́efinit une repŕesentation parcimonieuse pour un critère de type lτ par

Cτ
x = arg min

Cx|Cxφ=x

K

∑
k=1

|cx(k)|τ

5.2.2 Les approximations parcimonieuses

On peutégalement d́efinir ce qu’on appelle une approximation parcimonieuse en intégrant la
repŕesentation (̀a savoir le dictionnaireφ) à la minimisation du crit̀ere de parcimonie.

Définition 5.2 Une approximation parcimonieuse est donnée par

Cτ,λ
x = argmin

{
||x−Cxφ||2F +λ

K

∑
k=1

|cx(k)|τ
}

où ||x||F = ∑pt |xp(t)|2 désigne la norme de Fröbenius et òu φ représente le dictionnaire.

Remarque 5.3 Le param̀etreτ donne diff́erents crit̀eres de parcimonie.

5.3 Lesétapes de l’algorithme

On pŕesente dans cette partie différenteśetapes importantes de l’algorithme du point de vue
théorique.
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5.3.1 Donńees d’entŕee

On se donne au départ, un signalx, un fonction de seuillage que l’on détaillera plus bas dans
le casτ = 1, et un dictionnaire qui comprendra tous les atomes de la décomposition. Dans notre
cas, il est int́eressant de considérer des atomes de Gabor de plusieurs tailles, pour une première
approche, deux tailles suffisent.

On se donne aussi une matricec quelconque qui servira dans le déroulement de l’algorithme.

5.3.2 Seuillage

On effectura une certaine opération sur les coefficients mais uneétape particulìerement impor-
tante est celle du seuillage que nous détaillons ici.

Seuillage it́eratif pour 1≤ τ ≤ 2.

Pour 1≤ τ ≤ 2, des ḿethodes it́eratives efficaces ontét́e propośees. On s’est particulièrement
pench́e sur celle d́evelopṕee dans [9]. Celle-ci repose sur une fonction de seuillage notéeSµ,τ. Pour
τ = 1, cette fonction de seuillage est définie de la manìere suivante :

Sµ,τ =


t + µ

2 si t ≤−µ
2

0 si |t|< µ
2

t− µ
2 si t ≥ µ

2

Nous pourrons discuter plus tard de l’influence du paramètreµ dans la d́efinition de la fonction
de seuillage.

5.3.3 La condition sur le dictionnaire

L’algorithme assure la convergence (paragraphe suivante) sous la condition sur le dictionnaire
suivante :

||φc||22 ≤ ||c||22,∀c

Cependant, lorsque l’algorithme est constitué d’atomes unit́e, ce qui sera le cas ici, on ne
pourra avoir dans ce cas que

||φc||22 ≤M||c||22,∀c(∗)

pour un certainM fini.
Nous donnons ci-dessous l’algorithme dans chacun de ces deux cas.

5.3.4 Itération et convergence

Sous la condition ci-dessus, le théor̀eme 3.1 de [9] nous assure la convergence de l’algorithme
de calcul deCλ,τ

x à partir d’une initialisation arbitrairec(0) vers un minimiseur. Il s’agit d’it́erer
l’ étape de seuillage suivante surm :

c(m) = Sλ,τ

(
c(m−1) +(x−c(m−1)φ)φH

)
où on a d́efini la fonction de seuillageSλ,τ parSλ,τ(c) =

(
Sλ,τ(c(k))

)
1≤k≤K

Sous la condition (*), il sera ńecessaire de modifier lég̀erement l’algorithme :
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c(m) = Sλ
M ,τ

(
c(m−1) +

(x−c(m−1)φ)φH

M

)
De plus, siφ est une base (ce qui sera le cas ici),nous savons qu’alors le minimiseur est unique.

5.3.5 Les param̀etres

Il sera int́eressant dans la suite d’étudier les ŕesultats de l’algorithme en faisant varier certains
param̀etres. Nouśetudierons :

– comment il est possible de trouver ou de fixer le paramètreM de manìere correcte et quelle
est son influence sur l’algorithme.

– comment fixer judicieusement la valeur du seuilµ définie par la variableλ

– comment choisir les tailles de fenêtre de manìereà ce qu’elles d́etectent correctement les
diff érentes composantes du signal.

5.3.6 Principe/Rapport avec une repŕesentation multicouche.

On peut consid́erer que cet algorithme va réaliser une représentation multicouche comme
celle pŕesent́ee pŕećedemment. En effet, on espère que l’́etape de seuillage va permettre dans
chaque repŕesentation de garder les coefficients importants donc représentant bien le signal et
de ńegliger ceux qui ont une faible valeur. Ainsi, cet algorithme tel qu’il est décrit śelectionne
pour chaque couche du le plan temps-fréquence les composantes qui sont bien localisées et dont
la repŕesentation met le mieux enévidence l’́energie pŕesente dans cette composante.

5.4 Implémentation

Le théor̀eme pŕesent́e ci-dessus assure la convergence de l’algorithme. Cependant, celui-ci
present́e sous cette forme n’assure pas une charge de calcul raisonnable. En effet, la construction
du dictionnaire implique de pouvoir représenter pour plusieurs tailles de fenêtres tous les atomes
du plan temps fŕequence. D’autre part, la taille d’une trame n’étant pas fix́ee le signal doit̂etre
stocḱe dans un vecteur et non dans un matrice ce qui allourdi davantage la charge de calcul. Il a
donc fallu adapter et ”traduire” l’algorithme pour permettre une implémentation rapide et efficace
de celui-ci.

5.4.1 Du dictionnaireà la tfct

L’utilisation du dictionnaire pour faire l’analyse du signal n’étant pas totalement satisfaisant
en terme de côut de calcul, il semblait intéressant d’utiliser la tfct (Transforḿee de Fourier̀a Court
Terme) pour faire le calcul.

L’algorithme initial :

c(m) = Sλ
M ,τ

(
c(m−1) +

(x−c(m−1)φ)φH

M

)
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peut d’abord s’́ecrire sous forme matricielle avecφ1 etφ2 les matrices comprenant respectivement
les atomes de l’analyse avec une ”petite” fenêtre d’analyseW1 et avec une ”grande fenêtre”W2 :

φ =
(

φ1

φ2

)
c = (c1c2), alorscφ = (c1φ1 +c2φ2)
est traduit avec des tfct et des itfct (transformée de Fourier̀a court terme inverse) de la façon

suivante :

A l’it érationm, on a

– cm−1
1 etcm−1

2

– On noter = x− itfct(cm−1,W1)− itfct(cm−1,W2) le résidu.

– On effectue l’oṕeration

S(cm−1
1 + itfct(r,W1)) = cm

1

S(cm−1
2 + itfct(r,W2)) = cm

2

où S est la fonction de seuilage.

– on obtientc(m) = [c(m)
1 c(m)

2 ]

5.4.2 La constante du dictionnaire

Comme nous l’avons vu préćedemment, pour que l’algorithme converge, il est nécessaire de
respecter une condition sur le dictionnaire. Notons que nous n’utilisons pas de dictionnaire dans
notre impĺementation mais deux fenêtres. Il est donc ńecessaire de traduire cette condition sur le
dictionnaire dans le cadre de notre utilisation. Pour cela nous avons deux possibilités :

– La premìere est d’́ecrire le dictionnaire correspondantà l’analyse faite avec deux tfct de
tailles différentes, puis de vérifier directement la condition sur le dictionnaire. En effet, on peut
construire une matrice possédant tous les atomes de Gabor de deux tailles différentes pour tous les
temps et toutes les fréquences présentent dans le signal. Il est alors possible en diagonalisant cette
matrice de trouver la constante grâce aux valeurs propres de celle-ci.

– La seconde est de traduire la condition dans le cas d’une tfct et d’en déduire une ḿethode
pour trouver la constanteM à partir des deux tailles de fenêtres.

Si c’est en premier lieu sur la première possibilit́e que nous nous sommes penchés, face aux
diffcultés diverses lors de la construction de la matrice c’est la seconde qui aét́e retenue.

Rappelons qu’il s’agit de trouverM assez grand et le plus petit possible vérifiant ||φc||22 ≤
M||c||22,∀c

Ainsi, en notant(φk)t = (w(t)e2iπ kt
N )t ,(où la fonctionw estévidemment la fen̂etre), avec N le

nombre d’́echantillons de la taille de la fenêtre en fŕequence, on a dans le cas d’une TFD :

||φc||22 = ||∑N−1
k=0 w(t)cke2iπ kt

N ||22 ≤ ||w||2∞||∑N−1
k=0 cke2iπ kt

N ||22 ≤ ||w||2∞N||c||22
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Etant donńe queφ est en ŕealit́e compośe deφ1 et deφ2, nous devons nous placer dans le cas
de deux stft. D’une part, on peut considérer que siM = ||w||2∞N est correct dans le cas d’une TFD,
on aura la m̂eme valeur deM dans le cas d’un stft. D’autre part dans notre cas où il y a deux stft
dans l’analyse on obtiendra une valeur tout aussi correcte en prenant le max pour chacune des stft.
On obtient donc une bonne estimation du plus petitM avecM = max(N1v||w1||2∞,N2||w2||2∞).

5.4.3 Itération et crit ère d’arr êt

Nous avons choisis dans les expériences qui vont suivre de mettre un critère d’arr̂et sur le
nombre d’it́erations. On pourrait́egalement mettre comme critère une erreur minimale.

5.4.4 Repŕesentation des couches de l’algorithme

On repŕesente ci-dessous le signal et les représentation temps-fréquenceà l’aide de deux
fenêtres diff́erentes. Nous attendons des différentes couches qu’elles mettent enévidence les tran-
sitoires visibles dans la première repŕesentation dans une couche et dans une seconde couche les
diff érentes harmoniques visibles dans la seconde.

Repŕesentation du son de glockenspiel.

Repŕesentation de l’analyse avec une fenêtre de 64́echantillons.
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Repŕesentation de l’analyse avec une fenêtre de 32768́echantillons.

On peut ainsi voir sur les deux figures préćedentes que ce sont des composantes différentes
qui apparaissent clairement dans chacun des cas.On voit sur la première les transitoires alors que
la seconde met davantage enévidence les harmoniques. Nous devons préciser ici que ces deux
tailles de fen̂etres ont́et́e choisièa partir des caractéristiques du signal. On a pu en effet remarquer
que les transitoires avaient une taille d’environ 60échantillons alors que les composantes quasi-
stationnaires avaient une durée d’environ 32 000́echantillons.

Il s’agit de mettre eńevidence ces deux composantes dans les différentes couches de l’algo-
rithme. On repŕesente ci-dessous les représentations obtenuesà l’aide de l’algorithme d́ecrit plus
haut.

5.5 Evaluation

Les crit̀eres possibles pourévaluer les qualit́es d’une repŕesentation temps-fréquence peuvent
être divers. Pour pouvoiŕevaluer correctement ce travail, nous avons définit uneévaluation valide
selon les objectifs fix́es au d́epart.

Par ailleurs, il a semblé particulìerement important et intéressant de se restreindreà une ap-
plication particulìere pourêtre en mesure de juger de la fiabilité ainsi que de l’utilit́e d’un tel
algorithme.

Enfin nous pourrons conclure sur les avantages et limites de l’algorithme ici dévelopṕe et
évalúe.

5.5.1 Param̀etres et critères des exṕeriences

•Les paramètres

Rappelons quels sont les différents param̀etres de l’algorithme :

– le seuil : Il s’agit du param̀etreλ de la partie 5.4.1 qui d́efinit le seuil (voir d́efinition de
la fonction seuil 5.3.2 òu τ = λ

M . Décrivons rapidement comment on le calcul dans l’algo-
rithme :
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– On regarde quel est la valeur absolue du coefficient maximum sur la représentation temps-
fréquence (tfct) avec la petite fenêtre.

– On fait de m̂eme avec la représentation temps-fréquence (tfct) faite avec la grande fenêtre.

– On calcul le maximum de ces deux valeurs

– On la multiplie par un coefficient appelé ”coefficient seuil”. C’est ce coefficient qu’on
fera varier entre 0.2 et 0.8 dans les expériences suivantes

– les tailles de fen̂etres. Il s’agit de prendre deux tailles de fenêtre qui permettront de ”capter”
les composantes caractéristiques du signal. Comme on le verra, les tailles de fenêtre que
l’on choisit pour cet algorithme peuvent avoir un impact non négligeable sur les qualités de
l’algorithme. Onétudiera donc leur influence.

•Les critères

Nousévaluerons l’erreur quadratique. (On pourra se référerà la section 5.4.1). Il s’agit de la
quantit́e :

Em =
||x− itfct(cm−1,W1)− itfct(cm−1,W2)||2

||x||2

Nous proposons donc d’évaluer cet algorithme selon les critères suivants :

– Evaluation de la convergence de l’erreur selon les différents param̀etres.

– Evaluation de la parcimonie de la représentation pour chacune des couches en fonction des
diff érents param̀etres de l’algorithme.

– Evaluation de l’algorithme pour une applicationà la d́etection de transitoire sur un signal
réel.

Toutes leśevaluations qui seront présent́ees ont́et́e ŕealiśees sur un son de glockenspiel, ins-
trument posśedant des diff́erences tr̀es importantes entre les caractéristiques temps-fréquence de la
phase de maintien et celles de la phase d’attaque, et qui nous permettra donc d’évaluer les qualit́es
de l’algorithme pour ”śeparer” ces deux phases dans ce cas simple.

5.5.2 Evaluation de la convergence

Présentation de l’exṕerience

On étudie les convergence de l’algorithme décrit en (5.3 et 5.4),̀a savoir sa vitesse de conver-
gence en fonction des différentes valeurs du seuil et de la taille de fenêtres.
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Nombre d’it érations nécessairèa la convergence de l’erreur selon le seuil

Nous repŕesentons diff́erentes courbes d’erreur en fonction du nombre d’itérations.

Figure :Repŕesentation de l’erreur en fonction du nombre d’itération pour diff́erents seuils. Ici les
fenêtres sont de taille (64 et 32768)échantillons)

Conclusion
On peut remarquer que le seuil qui donne la convergence dont le coefficient est 0,2. En effet, le
principal effet de l’algorithme est d’augmenter la parcimonie des représentations et non de faire
décrôıtre l’erreur. L’algorithme donne des résultats meilleurs quand le seuil est relativement faible.
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Nombre d’it érations nécessaires̀a la convergence selon la taille des fenêtres.

On regarde ensuite la rapidité de la convergence pour un seuil fixé et pour plusieurs tailles de
fenêtres

Figure :Repŕesentation de l’erreur en fonction du nombre d’itération pour diff́erentes tailles de
fenêtres.

Conclusion
On peut remarquer que deux tailles de fenêtres donnent une ”bonne convergence”.Il s’agit

des fen̂etre de taille 32/16384 et 32/32768. Comme nous l’avons déjà faire remarquer celle-ci
correspond̀a la tailles des diff́erentes composantes.

5.5.3 Evaluation de la parcimonie

Nous calculons ici la parcimonie au sens de la normel0. Il s’agit donc de savoir si les repré-
sentations obtenues sont bien parcimonieuses comme on le souhaite.

Pourévaluer la parcimonie au sens de la normel0, on calcule le nombre de coefficients non nuls
dans la repŕesentation temps-fréquence. Etant donné que nous avons deux représentations temps-
fréquence, nous sommons les résulats obtenus pour chacune d’entre elle. Par ailleurs, remarquons
que pour le calcul qui est ici fait, plus la valeur est importante (il y a beaucoup de coefficients
non nuls) moins bonne sera la parcimonie, et inversement, plus le critère sera faible (il y a peu
de coefficients non nuls) meilleure sera la parcimonie. En toute logique, nous n’avons donc pas
nomḿe ce crit̀ere parcimonie mais plutôt utilisé le terme de ”varieté”.

Nombre d’it érations nécessairèa la convergence de la parcimonie

Nousévaluons ici la convergence de la parcimonie en fonction du nombre d’itération de l’al-
gorithme. On esp̀ere que la parcimonie va augmenter (donc la varieté diminuer) avec le nombre
d’it ération.
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Figure :Parcimonie en fonction des itérations.

Conclusion On constate que la parcimonie augmente quelque soit le seuil ce qui est bien le
résultat attendu de l’algorithme.

Parcimonie au sensl0 en fonction de l’erreur

On évalue ici la parcimonie en fonction de l’erreur. Rappelons que nous souhaitons que la
parcimonie augmente (donc que la varieté d́ecroisse) avec l’erreur.
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Figure :Parcimonie en fonction de l’erreur

Conclusion
On constate que plus l’erreur est faible, plus la parcimonie l’estégalement ce qui encourageà

choisir des valeurs de seuils pour lesquelles l’erreur diminue.

5.5.4 Application à la détection de transitoire

On évalue dans cette partie la performance de l’algorithmeà une application particulière : la
détection de transitoire. En effet, on espère que la couche de la petite fenêtre va donner les compo-
santes transitoires alors que la couche de la grande fenêtre donnera les composantes harmoniques.
Comme depuis le d́ebut, on effectura ces expériences sur un son de glockenspiel.

Nous repŕesentatons ci-dessous, le signal de glockenspiel, le signal reconstruità partir de la
grande fen̂etre puis de la petite et enfin les représenattions temps-fréquence de ces trois sons.
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Figure :Repŕesentation du son de glockenspiel.

Figure :Repŕesentation du son reconstitué de la grande fen̂ete.

Figure :Repŕesentation du son reconstitué de la petite fen̂ete.
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Figure :Repŕesentation de la couche avec la grande fenêtre.

Figure :Repŕesentation de la couche avec la grande fenêtre zooḿee.

Figure :Repŕesentation de la couche avec la petite fenêtre.

Remarque 5.4 S’il est évident que les représentations obtenues sont bien parcimonieuses, il est
n’est pas possible de bien localiser l’énergie sur la repŕesentation sans zoomer la figure.
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• Conclusion
On peut bien distinguer que le couche de la petite fenêtre reconstruit essentiellement les phases

d’attaque du signal et que la couche de la grande fenêtre reconstruit les harmoniques du signal.
On pŕesente ici deux représentations temps-fréquence dans le cas de la grande couche la seconde
repŕesentatiońetant le zoom sur une des composante de la première.

L’algorithme ici impĺement́e et d́ecrit produit bien l’effet escompté sur ce signal et pour cette
applicationà la d́etection d’attaque.

5.5.5 Conclusion sur les ŕesultats

On d́eduit de ceśevaluations que l’algortihme implément́e produit bien une analyse multi-
couche dans le sens où il permet d’analyse les différentes composantes du signal et de les séparer.

Nous avonśetudíe l’évolution de la parcimonie, de l’erreur en fonction des différents seuils
et des diff́erentes tailles de fenêtres. Nous avonśegalement́etudíe son efficacit́e enétudiant son
utilisation dans le cas de la détection de transitoire sur un son de glockenspiel. Nous avons ainsi
pu constater que les représentationśetaient bien parcimonieuses et que chaque couche représente
bien un type de composante.

5.5.6 Amélioration et recherches envisaǵees

Il serait int́eressant pour la suite et fin du stage de prolonger cetteétude :

Dans un premier temps, il sera intéressant de tester ce même algorithme sur d’autres instru-
ments que le glockenspiel qui présentait des caractéristiques particulìeres pour cettéetude.

En vu d’une aḿelioration de l’algorithme on pourra essayer d’utiliser des seuils différents
selon les couches etétudier si cela produit une amélioration des performances de l’algorithme
comme on pourrait s’y attendre.

Enfin, on peut́egalement penserà utiliser cet algorithmèa d’autres applications que la détection
de transitoire, comme par exemple la séparation de source.
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6 Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Nous avons dans un premier temps présent́e les d́efinitions et propríet́es les plus fondamentales
sur les repŕesentations temps-fréquences de type Fourier ou ondelettes. Nous avons ainsi compris
en quoi elles n’́etaient pas suffisamment satisfaisantes pour traiter des signaux sonores et pourquoi
nous devons nous tourner vers des représentations avec résolution adaptatives.

Dans un deuxìeme temps, nous avons soulevé le probl̀eme du crit̀ere de śelection de la ŕesolution
selon les caractéristiques locales du signal. Nous avons fait le bilan des types de critères existant
dans l’́etat de l’art actuellement, de la fonction d’ambiguı̈té aux crit̀eres entropiques et de parci-
monie. Ainsi, il aét́e possible d’une part, de comprendre leur rôle dans les ḿethodes pŕesent́ees
dans la section suivante, d’autre part, d’évaluer les avantages et inconvénients de chacun d’entre
eux pourêtre en mesure de faire un choix pour un apportà l’état de l’art.

Ensuite, nous avons fait la synthèse et l’analyse des représentations qui présentent une résolution
variable. Nous avons ainsi présent́e plusieurs transforḿees, repŕesentations temps-fréquence ou al-
gorithme relíes ou noǹa un crit̀ere de śelection. Plus pŕeciśement, nous avons parlé de l’algorithme
de meilleure base, des transformées covariantes par translation temporelle ou fréquentielle, nous
avonségalement pŕesent́e un algorithme effectuant une représentation multicouchèa l’aide de plu-
sieurs fen̂etres. Enfin, nous avons présent́e l’algorithme de Matching Pursuit, en quoi et comment
il pouvait être une solution au problème que nous nous posons. Dans chacun de ces cas, après
avoir effectúe une synth̀ese des points important de la représentation ou de l’algorithme , nous
nous sommes attaché à faire l’analyse des qualités de celle(celui)-ci, pour ensuite faire le bilan des
avantages, inconvénients de chaque ḿethode. Cette synthèse et analyséetait en effet fondamentale
pourêtre en mesure de proposer une méthode alternativèa celles actuelles.

Enfin, gr̂aceà l’étude faite pŕećedemment, nous avonsét́e en mesure de proposer une méthode
présentant de nombreux avantages autant en terme de résolution du probl̀eme pośe qu’en terme de
coût de calcul ou de diversité des applications. Nous avons présent́e l’algorithme du point de vue
théorique en d́etaillant chacune desétapes importantes, adapté cet algortihmèa une impĺementation
efficace et expliqúe ses atouts et particularités. Nous en sommes venuà proposer unéevaluation
de l’algorithme selon les critères de convergence et de parcimonie en fonction des paramètres de
l’algorithme (seuil, taille des fen̂etres et constante du dictionnaire). Ceci nous permet d’expliquer
les aḿeliorations et recherches envisagées pour la fin de ce stage.

6.2 Perspectives

Nous avons d́ejà pŕesent́e les recherches envisagées pour la fin du stagèa savoir l’́etendue des
utilisations possibles de cet algorithmeà diverses applications et signaux sonores aux propriét́es
diverses. Il pourrâetreégalement int́eressant de d́emontrer le th́eor̀eme utiliśe dans le cas multica-
nal car cela permettrait probablement d’un point de vue pratique un avancé importante des qualités
de l’algorithme en terme par exemple de séparation de source.

D’autre part,à l’issu de ce travail les outils nécessaires̀a un bilan final sur les algorithmes de
ce type, leurs apport et leurs limites seront constitués. A ce moment, il sera judicieux d’évaluer les
possibilit́es en terme d’avancées scientifique de cette approche et de réfléchir à d’autres possibi-
lit és.
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[13] Rémi Gribonval. Approximations non-linéaires pour l’analyse des signaux sonores. Thèse
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