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���=���� ����(� 	� xt� � � � � � � � � � � EE�
��59 ;�� 	� �� 	����������
 ����	� <��
���=���� 	� xt ����(� �� �(�����(�� � � � EE�

����
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��� ��������������� ���� ������ ���� �� ���� �����+2��$���	� ������� ��� ���	�������
��������� ��� ������< ���+������������� ���� �� 	������ 2��$������� ����� �� 	���� ��
����� �� 	��������� ��� ������� ������������� ���	 ��� ������ �� ��� ��(��� �� 	��	��
�	������ �� ��� ���	 ���� �����;� 	������ �� ������(�� ��� 	� �(�� �� ����������������

�� �����2����� �� &������ ���������� ���� 2���� 2��$��������� ����2�������� 	�������
���� �� ������� �� ��������� ���������� ��������F� ��� 	����� ���� �� �� ������� ���
����	�� ����� �� 2��$���	�� �� �����2����� �� &������ � 	���� ����� ������ �� ����+
�������� ��� ��������� ���������� �� �4�	����� ��� ��		������ ������(��� ��	���� ��
������ ������� � ������� ��� 2��;���� �� ��� ����� �������� �� ����������� �� ������������ ��
��������� �� ������ ���� �� ���� �����+2��$���	� ��� �� 	���� �� ������ �� �� �����2�����
�� &������ � 	���� ������ ����� ��������������� ������� ���	���������� ��� �� ���� ��+
	����� �� �� ���� ��������� !������� ��������������� $�������$��� ��� �� �� %���� 	����
�� ������������ �� G�����+������

����	��������� �� 	�� ������ $�� ������������ �� ������������ �� ��������� �� ������ ���
$�� ����2�������� �� �'��� ��� ������� H�� 	�������� �<������	�� �� ������ ������� ��
������	� $�� ��������� '������ ��� �<��;������ �������� ��< ��2��������� ������� ���
�� �'���� ����� �=������� �� � ����	����� �� ������ ��	��� �� � �������� ����� ��$�����
����2�������� ���	������ ��� ��������������� ����� ���������� ������ ��� ������������ 	�
$�� �<���$�� '������$������ $�� �� ������������� ��� ��������������� �����+2��$���	�
�� ����� �� 	����� $�� ������������

������� ������� ������� ����2�������� �� �'��� ���� ������� �� 2��$���	� �����������
���� 	'�$�� ����� ������(�� ��� ����(�� ���	����� ��4���������� I7J� �� ��������������
����'�$�� �� ����� ���������� ����������� �� �(�� ���	���������� ��������� � ������ ��
	��	�� ��� ���������� �� ��� 2��$���	�� ������������ ���� ��� ������ 2��$���������� �%��+
������� ����%�	��2 ��� �� ������� ������ �� ������	� ��� ����	�� �� �� ���	������ ��������
���2��� ��%� �������� $��� � ����� 	���������	�� �������������� ��� �<���	������� ��� ���
��������������� �����+2��$���	� 	��������� ��� �������� �������	����� ��������� ��� ��+
������ ����	'�� �� ���	�����$��� �� ��	'��	'� �� �� 	������� ����	����� �� ���������� ���
������< ����� �� �� �������

5



���
��������

7



�������� �

��	����

��� �������

����� �	
����	
�� �� ���	��	

�� �����2����� �� &������ .�&0 I58J ����� 2��	���� x(t) .������ �� 	�����<�0 ���
��*��� .����$�� 	���� ��������� �<����0 ��� B

X(f) =
∫ +∞

−∞
x(t)e−2iπftdt .5�50

�� �����2����� �� &������ !��	� �� .�&!0 I59J ���� ������ ���	��� x(k) .���� ��
	�����<�0 ������� ��� ��� ����� �� N �	'��������� ��� �������$�� �� ������� N �� ��*���
��� B

X(n) =
1
N

N−1∑
m=0

x(m)e−2iπ mn
N .5�70

����� �	
����	
�� �� ���	��	 � ���	� ��	
�

�� �����2����� �� &������ � ����� ����� .�&��0 �� ������ x(t) ��� ��*��� ��� B

Xh(t, f) =
∫ +∞

−∞
x(τ)h∗(t − τ)e−2iπfτdτ .5�60

���	




t ∈ R� �� �����
f ∈ R� �� 2��$���	�
h(t) ∈ R �� C� �� 2��;��� �� ����������� ��������

�� �������� ���	 �� �& X(f) �� ������ ��� ������ ��� B

Xh(t, f) = [X(f) ⊗ H∗
τ (−f)](f) .5�80

6
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�K Hτ(f) ��� �� �& �� h(t−τ) �� ⊗ ������� �� ������� �� 	�����������

�� �&�� ���� 2���� ������$�� ��� ��*��� ��� B

Xh(k, n) =
N−1∑
m=0

x(k + m)h∗(m)e−2iπ nm
N .5�90

����� ����
� 
�
�������

�� ������ ����(��$�� xa(t) ����	�� �� ������ x(t) ��� ��*�� ��� B

xa(t) = x(t) + i L{x(t)} .5�:0

�K L ������� �� �����2�������� �� L������ B

L{x(t)} =
1
πt

⊗ x(t) =
1
π

�-
∫ +∞

−∞
x(τ)

1
t − τ

dτ .5�>0

H� � ����� x(t) = ,�{xa(t)}�
�� �������� .5�:0 �<������ ���� �� ������� 2��$������� ������� B

Xa(f) =

{
2X(f) si f ≥ 0
0 sinon

.5�?0

������ �� ������ ����(��$�� xa ����+;��� ������� ��� �� �& ������� �� 2X ��$��� �� �
������������� ������ ��� 	���������� 	������������ ��< 2��$���	�� ���������� !� �����
	���� �����2�������� ���4�	��� ���� ��	��� ����� ����2�������� ����$�� �� �& ���� ������
���� ����*� �� �������� �� �(������ '����������� � ������ B

X∗(f) = X(−f) .5�A0

� ����� ���	���� �� ������ ����(��$�� xa(k) ����	�� � x(k) ��� ��� $�� ��� �&! �����	+
����� ��� / ������ ����*��� B

Xa(n) =




X(n) �� n = 0 �� n = N
2

2X(n) �� n = 2, 3, . . . , N
2 − 1

0 �� n = N
2 + 1, . . . , N − 1

.5�5C0

����� �
������� �� �	������� ����
��
����

�� ��*������ �� �� 2��$���	� ����������� ����� ��� ���$�� �� ��� ����� ��� ����������
�� ��*������ ��������� �� ����� �� EE� �� 	�� I8J� �� ��*������ 	�����$�� �� ���� ��������
��%�����'�� ��� 	���� �� ����� ���������� ���� ��� ����	�� I57J �� ������ ��� �� 	��	��� ��
������ ����(��$�� �<���	��� ���� '����

8



��� � �����	
 ��

����
 �����
���
��
 �����

������ � ������ �� ������ ����(��$�� xa(t)� �� ��� �������� �� ��*��� ��� ���������
����������� A(t) �� ��� 2��$���	� ����������� fi(t) ��� B

{
A(t) = |xa(t)|
fi(t) = 1

2π
d
dt���{xa(t)} .5�550

��� 	
����� ���
����� ������
������ �	���

���#! ��� ��� 2���� �� �� �&�� ����	��� � ��� ��	'��$�� �� 	��	��� "��� ������ ��
��	���� �� ������ ���� �� 2���� ����� ����� �� 	����������� ���� ��� ���������� �� ���
2��$���	�� �������� ���� �� ������ !� ����� ���� �� ��� �� ��� �<������� �� �������	� ��
	��	�� �� 2��� �� �� ������	��� �������'��$���

����� �� � ��
�� �������

���� 5�5 M $�����
 	� ���
�� ��� % ������� �
� ��
&��� ��
��
������� ������
���

����������� �� ������ ���� x(t)� ��� 	��=	����� �� ���#! �� 	� ������ ��� ��� 2��;���
�� ����� � ���� ��� 2���� �����	��� �� �� �� �&��� H� ��� ������� � ������ �� �� �������
�� ������ x(t) ��� � ������� �� 2��;��� ��	���������� ��������� Π[−T

2
; T
2

](t
′ − t) .	2� *����

9
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�


5�50� ��� ���� ��*��� ��� B

X(n, t) =
1
T

∫ t+ T
2

t−T
2

x(u)e−2iπ n
T

udu .5�570

"� �������� 	���� �<�������� ��� ������� � t� �� ������� B

dX(n, t)
dt

=
(−1)n

T

{
x
(
t +

T

2

)
− x

(
t − T

2

)}
e−2iπ n

T
t .5�560

�� �������� ��� ����������� 	�� �� 	��	�� �� dX(n,t)
dt �� ������ $�� ��� �	'���������

x
(
t − T

2

)
�� x

(
t + T

2

)
������ ��< �<�������� �� �� 2��;��� ������(�� � ����� ��� 	����

��������� $�� ������ �� ���� �� ������ �� ���#!�

����� �� � ��
�� ����	��

�� 2���� ���	� �� ��� 	��=	����� �� ���#! ��� ������ ��� B

X(n, k) =
1
N

k+ N−1
2∑

l=k−N−1
2

x(l)e−2iπ n
N

l .5�580

-�� ��4����	������� �� �������� ��� �������� ���� ��� 2���� �� � ������� $�� 	��������
�� ���� ��� �������'��� �� 	��	�� B

∆X(n, k) =
(−1)n

N

{
x
(
k +

N + 1
2

)
− x

(
k − N − 1

2

)}
e−2iπ n

N
k .5�590

!�� 	��	��� ���� ��������� ��� ����������� �� 	���� �$������ �� ��	�����	� *������ ����
������<� ��5�

����� ����	!� �� �"�� 

H� ������ �� �� �������� .5�590 ��� ��� �� ��	�����	� ���������� �� 	��	���� 2�	�������
��� 	��=	����� B

X(n, k + 1) = X(n, k) + ∆X(n, k) .5�5:0

= X(n, k) +
(−1)n

N

{
x

(
k +

N + 1
2

)
− x

(
k − N − 1

2

)}
e−2iπ n

N
k

�� 	��	�� �� ∆X(n, k) �� 2��� �� �� ������ 	������� ������������� �� 	�����<��� ��
	��	�� �� ���	��� ������ � �� ������� ������ �� �� X(n, k) ���� k *<� �� n ∈ [0 ;N −1] ���
���	 �� O(N)� ����� $�� 	���� �� ���������'�� �� �����2����� �� &������ ������ .�&,0
��� �� O (Nlog(N))�

:



��� � �����	
 ��

����
 �����
���
��
 �����

!������ ����� ������������ �� �� 2��$���	� ����������� ������� ��������� �������� .	2
	��	��� �<����� ���� ������<� ��50 B

fi(n, k) =
1
2π

,� {X(n, k)} �� {∆X(n, k)} − �� {X(n, k)},� {∆X(n, k)}
,� {X(n, k)}2 + �� {X(n, k)}2 .5�5>0

������������ �� �� 2��$���	� ����������� �� 2��� ���	 2�	������� � ������ ��� 	��	��� ��
∆X �� �� X ����� �� ���#!�-�� ��������� �� ���� �����$��� $���� ��( � ��� �� 	'��������
�� �'��� � ��������� �� $�� �� ����������� �� �� �'��� �� ���� ��� �� ����� �� ��
	����������

����� #��	������ ��� ���$������ �� �"�� 
�������� 
� ����
� 
�
��%

�����

����������� �� ������ ���� x(t)� �� �� �����2����� �� &������ X(f) �	���� ���� ��
2���� B

X(f) = A(f) eiΦ(f) .5�5?0

H� �������� .	2� ����<� ��70 $�� ��� 	��=	����� �� ���#! ������� �� ������ ����
�� 2���� B

X(n, t) =
∫ +∞

−∞
X(f ′) ���	

[
πT

(n

T
− f ′

)]
e−i2π( n

T
−f ′)t df ′ .5�5A0

����� ����� �� �$������ .5�5A0� ���������� �� �������� ��� ������� ������ �� ����������
�� X(f)� 2��� ������F��� �� ����� ������2 �� 2��$���	� 2f I5J� �����+	� �������� �� ��
	������������ �� �� ������ �������� �� ���	��� �� X(f) ��� �� ������ ��������� 1�� �����+
������ �� 	��������� 	� ����� �� ��� �� 	��	���� ��� 	��=	����� X(n, t) � ������ �� ������
����(��$�� 	������������ �� ������ ���� 	��������� "� �4��� �� ������ �������� �� ���	���
����� ������ ���� �������2 �� ���� ��� �� ������ ��������� ��	� ������ ���	 ������������� ��
	�� ��	��������� �� ������*� �� ���� �� �����*	����� ���<�������� ����(��$�� �� X(n, t)�

-��� 	���� �� ��=� �� ������	�� ���� ���$������ .5�5A0� X(f) ��� Xa(f)� ��*�� ���
.5�?0� ���� ������� ���<�������� �������� ��� 	��=	����� �� ���#! 	������������ � ��
������ ����(��$�� B

X(n, t) = e−i2π n
T

t

∫ +∞

0
2A(f ′) ���	

[
πT

(n

T
− f ′

)]
ei(2πf ′t+Φ(f ′)) df ′ .5�7C0

!��������� �� �� 	���������� ���� $�� ������(�� ��� ������< ����(��$��� 	��������+
���� ��< ������< ����� ��������

>
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��� ����� �� ��	��

�*� �� 	���	������� �� 	����������� �� ���#!� ���� ���� ����������� �	� � ��� 	��
������� �K ���� ��� ����� ���� ���� 	����� �� ��F������� �� ��� ����� ���� 2�	��� �� 	��	����
�� ��������� ��� 	������������

����� ����
� ������&�
�

D������� �� 	����������� �� X(n, t) ���� x(t) = A cos(2πf0t + ϕ)� �� �& �� x(t)
��� B

X(f) =
A

2
(
δ(f − f0) eiϕ + δ(f + f0) e−iϕ

)
.5�750

!��K� ����� � .5�?0� �� ���	��� �� ������ ����(��$�� B

Xa(f) = A δ(f − f0) eiϕ ∀ f ≥ 0 .5�770

!���� � .5�7C0� �� ������� B

X(n, t) = e−i2π n
T

t

∫ +∞

0
A δ(f − f0) ���	

[
πT

(
f − n

T

)]
ei(2πft+ϕ)df

= A ���	
[
πT

(
f0 − n

T

)]
ei(2π(f0− n

T )t+ϕ) .5�760

"� ������ X(n, t) = Xn(t) eiθn(t)� ��� 	��=	����� �� ���#! ���	������ B{
Xn(t) = A ���	

[
πT

(
f0 − n

T

)]
θn(t) = 2π

(
f0 − n

T

)
t + ϕ

.5�780

����������� Xn(t) ����� 	�������� �� 	��������� � ����������� �� ������ ���� �����+
���� ��� �� ����� 	������� 2��	���� �� �� ��4����	� �� 2��$���	��

(
n
T − f0

)
� !� ����� ��

�����$�� $�� Xn(t) = A ���� f0 = n
T �� �������� ���� f0 = p

T ���	 p �= n� �� �	'���
5�7 �������� �� 	����������� �� Xn(t) ���� ��4������� ������� �� �� 2��$���	� �� ������
����(���

N���� � �� �'���� ���� ����� �������� �� �� ��� ���	 �������� �� ��*��� �� ����� $��
����� ���	��� ����� �� ��������� �� ������ �� �� ��������� 	������� �� �� ����� ������(���

������ �� ������ �� ���<�������� .5�780 B

θ′n(t) = 2π
(
f0 − n

T

)
.5�790

H� �������� ����� ���������� �� 2��$���	� 	������� ���� �� ������ x(t) B

f0 =
1
2π

θ′n(t) +
n

T
.5�7:0

?
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���� 5�7 M '���������
� 	� Xn(t) ���� 	�#(��
��� ������� 	� �� ��(���

� 	� ���
��

�
����(� �f0"f1"f2� �� ���
��� 	� n
T �

����� ����
� � �	������� '
	�
(��

����������� �� ������ ��� ������������ x(t) = A cos (φ(t)) ���	 ��� �'��� φ(t) $��
����� 	�����O����� #� φ(u) ��� �� ���� ������������ �� 5������� �� t ��� ������������[
t − T

2 ; t + T
2

]
� �� ������� �������<������� �������� B

φ(u) ≈ φ(t) + (u − t) φ′(t) .5�7>0

����� '(���' �� ����� ������� �� �� ����� T �� �� 2��;��� ��� ��=������� 2�����
���� $�� �� �'��� ������ ;��� 	��������� 	���� ��� 2��	���� �������� �� ����� ��� ����
������������

[
t − T

2 ; t + T
2

]
�

H��

cos
(
φ(t) + (u − t) φ′(t)

)
= cos

[
φ′(t) u +

{
φ(t) − t φ′(t)

}]
.5�7?0

!��K�

Xa(f) ≈ A δ

(
f − 1

2π
φ′(t)

)
ei(φ(t)−t φ′(t)) ∀f ≥ 0 .5�7A0

H� �� ������ ���	� ����� � .5�7C0 B

X(n, t) = ei2π n
T

t

∫ +∞

0
A δ

(
f − 1

2π
φ′(t)

)
���	

[
πT

(n

T
− f

)]
ei(2πft+φ(t)−t φ′(t)) df

= ei2π n
T

t A ���	

[
πT

(
n

T
− 1

2π
φ′(t)

)]
eiφ(t)

= A ���	

[
πT

(
n

T
− 1

2π
φ′(t)

)]
ei(φ(t)−2π n

T
t) .5�6C0

A
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!��K ���� ��� 	��������� ���+������������ x(t) = A(t) cos (φ(t))� ���� �� 	�� �K
A(t) ����� ��� 	������� ���� �������� ��� ���������� ������ ������ 	����� �� cos (φ(t))� ���
	��=	����� �� ���#! ���	������ B

X(n, t) = A(t) ���	
[
πT

(
1
2π

φ′(t) − n

T

)]
ei(φ(t)−2π n

T
t) .5�650

A(t) ����(��
��
� �� ����

� 	� A(t) ��� T �

H� ���� ��� ����� 2����� �� ������ X(n, t) = Xn(t) eiθn(t) B

{
Xn(t) = A(t) ���	

[
πT

(
1
2πφ′(t) − n

T

)]
θn(t) = φ(t) − 2π n

T t
.5�670

1�� ���������� �� �� 2��$���	� ����������� ���� ������ ���	 2�	������� B

fn(t) ≈ 1
2π

θ′n(t) +
n

T
.5�660

H� �������� ������ �� ����� �� �����<�������� ��� �<�������� �� �� 2��$���	� ������+
����� ��������� �� 	�� �� ������ ������@��� .5�7:0�

����� ����
� � ���� ��
���
���� ������&�
��� ) �*���
+���

����	%(
����

����������� ���������� �� ������ B x(t) = A0 cos(2πf0t + ϕ0) + A1 cos(2πf1t + ϕ1)�
H� �������� .	2� ����<� ��60 $�� �� ������ �� �� 2��$���	� ����������� ��� 	��=+

	����� �� ���#! 	������������ � x(t) ��� ���� �<��������� B




|X(n, t)| =
√

B2
0 + B2

1 + 2B0B1 cos
(
2π(f0 − f1)t + (ϕ0 − ϕ1)

)
fn(t) =

B2
0f0+B2

1f1+B0B1(f0+f1) cos
(
2π(f0−f1)t+ϕ0−ϕ1

)
B2

0+B2
1+B0B1 cos

(
2π(f0−f1)t+ϕ0−ϕ1

) .5�680

avec

{
B0 = A0 ���	

[
πT

(
f0 − n

T

)]
B1 = A1 ���	

[
πT

(
f1 − n

T

)]
/��� ������� ������� ����P���	� ����� 	��������� 2��$��������� ��� ������� �� ���+

������ |B0| >> |B1|� "� ��������� �� ������������� ������ �� 1
1+x � ������� 7 �� C

���� x =
(

B1
B0

)2
+ B1

B0
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)� 	� $�� ����� %����*� ���� �� 	�� �K

|B0| >> |B1|� �� ������*� .	2� ����<� ��60 ��� �<��������� ���	������� ���� �� 2���� B

5C
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|X(n, t)| =

√√√√B2
0

(
1 +

(
B1

B0

)2

+ 2
B1

B0
cos (2π (f0 − f1) t + ϕ0 − ϕ1)

)

fn(t) ≈ f0

(
1 +

(
B1

B0

)2( f1

2f0
− 1

)
+

B1

B0

f1

f0
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

−
(

B1

B0

)2 f1

2f0
cos (4π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

)
.5�690

��� �<��������� �������� ��� ��������� �� �� ������ 	�������� �� ����������� �� ��
�� 2��$���	� ������������ ����� $�� ��� ��	��������� ��< 2��$���	�� ��������� �� (f1−f2)�
��������� �� 	�� �'���� ��� ��������� ������ �� ������� ������������ B1

B0
� �� ��� ���	

�������� �� ��� ������� �� ���������� �� ������ �� B1� "� �����$��� B1 	��������� �
����������� A1 �� �� 	��������� �;������ ����*�� ��� �� ����� �� ����� 	������� �O �
����P���	� �� �� 2��;��� $�� ����+;��� ��� 	���� �� *���� �����+���� �� *���� ����� ���
�� � ����	��2 .�� ������� ���� ��	������� ��� � +56�� �������0 �� ���� ������� ����P���	�
�� B1 ��� ������������ 1�� �������� 	������� � *����� ��� 	��=	����� ������� ��� ���#!
�� ���� �� ���� �=	�	� ����� ��������� ����������� �� �� 2��$���	� ������������� ���
������ ������������ B0 �� B1 ���� ��� �<��������� .5�690 ���� ����� �������� ��� 	�
*����� "� �����$��� �� 	'������ �� *���� �����+��� ���� �� 2��$���	� �� 	������ ��� �����
� �� ������� �� �� ����� ������(�� �*� ���������� ��� 	���������� ��������� ��������
������� ������� �� *���� ��� �%������� ��� ��������������

����� ����
� � �������	� ��
���
���� ) �*���
+��� ���	
%(
����

N�� �� �����+�+�� ����$����� ����� 	������� ���� ����� 	��������� ����������� ���+
����������� Q

������(�� ��� �� �&�� ����� ���� 	� 	���� ��� ��������� ������� B(t) �� ��� �'���
������� Φ(t)� ������������� � ��� ����(�� �������������� �K ���� ������� $�� 	'�$��
����� ��� ����3 ������� ���� �� 	������� �� ���� $����� 	���������� ������(�� �� �����
����� �������� ��������� 	���������� �� ���� �� �����$�� ������ 	�����<� B(t)eiΦ(t)�
����� �� ������ �� *���� 5�6� ��� ����������� B(t) �� ����������� �� fi(t) = 1

2π
dΦ(t)

dt ��
�� 2��$���	� ����������� ��� ��� ������� ���� 	�����<�� $�� ���� �� 	�� �� 	����������
���������

��� ������< ����������� �� �� 2��$���	� ������������ ������� ���� �������$���� #�
��� �������� �����	����� ������� ������������ ������� .5� ��� �<�����0� �� ����������
����������� ������ ���R�� 	���� ��� ���������� �� �� ���������� �� �'��� 	���� ��
	'�������� �� '������� �� 	�� �������� �� ��	���� ��� 	������ ���������� !��� �� 	�� ��
���<����� �� �� *���� 5�6� �� ������� ����� �� ������� �� 5C��� �� ���	������ �� 	���������
��� � ��� ��	���� ��������� �� ��������� ��� 	�������

55



(� ���

 � � ����
�


0.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3
−1

−0.5

0

0.5

1

x(
t)

Signal temporel

0.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3
0.2

0.3

0.4

0.5

Estimation de l amplitude instantanée

B
(t

)

0.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3
300

350

400

450

500
Estimation de la fréquence instantanée

t (s)

f i(t
) 

(H
z)

���� 5�6 M ���
�� % 	��� 
������
��� % ))*+! �� ,,*+! �� �
����� ��
���
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/��� ���������� �� �������� � ���< $�������� ������������ B
M ��� ����������� �� ����������� �� �� �� 2��$���	� ������������ 	������������+�����

���%���� � ��� ������< �(��� �� ���� �'(��$��� ����	������ ������������ �� ����
��� ���������� ��������� ����+����� ���<���������� Q !��� �� ������� 	��� ( �+�+�� ���
������ ������������ �� �� $��� ����� ���+���� Q

M -���+�� ����������� ��� ��������������� ����'�$��� �� 	���� ��������� �� �� 	����
2��$���	� ������������ Q ������� S����S ��� ����� �������������� Q

*������������ � ����$�
 
� ����� ���� �! �������
 
� �
 �� �


/��� ������ �������� ��� �������� �*� �� ���� ������ ��� �������� �� %�� �� �����+
���� �� ������ �� 2��$���	� ������������ �� �(��' �� &
 I5?J 	������� � ������� ���
2��$���	� �������� fc ��� ��� �� ��������� 2��$���	�� ���������� fm� !��� �� 	�� ������
����� ����� 2��$���	� ���������� �� ������ �(��'����� ��� �� �(�� x(t) = A(t) sin(2πfct+
I sin(2πfmt)) �K A(t) ��� ����������� �� I �� ����� ��� ������ ����< �� ����������� #�
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���� ���� Φ(t) = 2πfct + I sin(2πfmt)� �� � x(t) = A(t) sin(φ(t)) �� ���� ��*��� �������+
������ �� 2��$���	� ����������� �� ������ ��� fi(t) = 1

2π
dΦ
dt = fc + Ifm cos(2πfmt)�

H� ���� ����������� �� 	��	��� �� 	���������� ���� ������ x(t) 	���� ��� ������+
���� 	�����$�� �� ��������� �� �� �'���� H� � x(t) = Re{xa(t)} = Re{a(t)eiΦ(t)} =
a(t) cos(Φ(t)) �K xa(t) ������� �� ������ ����(��$�� ����	�� � x(t) �� �K ����������� a(t)
�� �� �'��� Φ(t) ���� ��*���� �� ���� �� ���$�� ��� B

{
a(t) = |xa(t)|
Φ(t) = arctan

(
Im{xa(t)}
Re{xa(t)}

) .5�6:0

"� �����$���� 	���� ��	���������� � �� ������ � ���< 	����������� �� ������� B

x(t) = a0 cos(2πf0t) + a1 cos(2πf1t) .5�6>0

xa(t) = a0e
2iπf0t + a1e

2iπf1t

a(t) = |xa(t)|
=

√
a2

0 + a2
1 + 2a0a1 cos(2π(f0 − f1)t)

Φ(t) = arctan
(

a0 sin(2πf0t) + a1 sin(2πf1t)
a0 cos(2πf0t) + a1 cos(2πf1t)

)

fi(t) =
1
2π

dΦ
dt

=
a2

0f0 + a2
1f1 + a0a1(f0 + f1) cos(2π(f0 − f1)t)

a2
0 + a2

1 + 2a0a1 cos(2π(f0 − f1)t)

!��� �� 	�� �����	����� �K ��� ���< 	���������� ��� �� �;�� ��������� .a0 = a10�
��� ��������� �� ������*��� B

x(t) = a0 (cos(2πf0t) + cos(2πf1t))

xa(t) = a0

(
e2iπf0t + e2iπf1t

)

a(t) = 2

∣∣∣∣∣a0 cos
(

2π
f0 − f1

2
t

) ∣∣∣∣∣
fi(t) =

f0 + f1

2

��� ��������� ���� ���������� �� ���	���� ��� 	��	���� �� 2��$���	� �� �����������
������������� ��� ���< ������� ������� �	� �������$������ B ��� ����	������� T���������
����������� + ��������� ������U �� T2��$���	� ����������� + '������U $�� ���������� '�+
������������ �� 2���� 	����������� ��� ����� ���� �'(��$��� �� ��� ����� ���� ���	����2�
�� ���� ���� ���������
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������(�� ��� �� �&�� �� ������ � ���< 	���������� ����� ����� � .5�7:0 �� .5�680 B

x(t) = a0 cos(2πf0t + ϕ0) + a1 cos(2πf1t + ϕ1)

xa(t) = a0e
2iπf0t+ϕ0 + a1e

2iπf1t+ϕ1

Xn(t) =
√

B2
0 + B2

1 + 2B0B1 cos (2π(f0 − f1)t + (ϕ0 − ϕ1))

θn(t) = arctan
[

B0 sin(2πf0t + ϕ0) + B1 sin(2πf1t + ϕ1)
B0 cos(2πf0t + ϕ0) + B1 cos(2πf1t + ϕ1)

]
− 2π

n

T
t

fn(t) =
B2

0f0 + B2
1f1 + B0B1(f0 + f1) cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

B2
0 + B2

1 + B0B1 cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

���	 B0 = a0 ���	
[
πT

(
f0 − n

T

)]
�� B1 = a1 ���	

[
πT

(
f1 − n

T

)]
��� ��������� ������� ���� ���������� � 	��< ��������� �� �� ��	���������� 	�����$��

�� ���������� ����������� �� �� 2��$���	�� ��� �<��������� ���� ������$��� � ���<	������
��� ���������� ��� 	���������� $�� ���� ����������� ��� �� ����� �� ���	

[
πT

(
f − n

T

)]
�

�� ����� ��� ���	'� �� 5 �� ���� ;��� ������� �� ���� 	����� �� ��� ����� ������(�� �(���
��� ������� ��2������� � 	���� �� ����� 	��������

���

�
�� ���� �
� 
����� ��

��� ����������� ����������� �� �� 2��$���	� ������������ ��� ���� ��� �����*	�����
�'(��$�� ���� �� 	�� ����� ����(�� ����� ������ "���� 	���������� ��� �����<������� ���
�;��� ����� ���� ������� �� ��	�������� 	�����$������ �� ������ �� ��� ����������
����������� �� �� 2��$���	�� H� ���� ���	 ������� ������������� ��� 	��	���� �� 2��+
$���	� �� ����������� ������������ ��< ������< �� ��������� 	���������� �� ������(��
�� �&�� ������ �� ����������� 	�� ����� ���� ��(������ �������<������� ���$���� "�
�����	'�� �� 	�����'������ �� 	�� 	��	���� ��� ����	��� ����� ����� 	�� ��� ����� ����
�'(��$��� �� ���	����2� �� ���� ���� ����	������ ������� �� 	������� ����� �� ������	'��
������(�� �� �� ���	������ �� ����� ������ ����$�� 	��� ��� %����*�� �� ���������� 	����
���� �� 	�� �� �� �(��' �� &
� �� ���	������ ��� ��4������� ����������� �����������
�� �� 2��$���	� ���� ��� 	�� �����	������ B .��0'������	���� ����������� ���	������ ��
'������.�0� 	������� �������� ��	� �� ������� �� ������ ������� ��� �������� ��� �� ����� �
������� $���$��� ����(��� �� ���� .	2� ��������'�� 6�5�7 ��78 �� 6�5�6 ��790�

����, #���

���� �� �"

������� ����
��
���

!��� ����	��� �������	������� �� ��� ����� �� 	����F��� �� ������ �� ����������� ���+
�������� A(t) �������� �� 	���� �� ������

58



��� � ����
 �
 �����

H� ����� � ������� 2���� ���	��������� �� ������R��� $�� ����������� ��� 	��=	�����
�� ���#! Xn(t)� ���� �� 	�� �K �� ��( � $����� ����� 	��������� ��� ������ ����� ��
����� �� �����<������� ���	'� �� 	���� �� ������ ����� "� �4��� �� � ����� � .5�670� ����
�� 	�� ���� ������ � 2��$���	� �������� B

Xn(t) ≈ A(t) ���	
[
πT

(
1
2π

φ′(t) − n

T

)]
A(t) ������������ �� ��(���� �� A(t) ��� T �

H� �� ������ ���	 �� � 2�	������� ��� ���������� �� ����������� ����������� Ainst(t) B

Ainst(t) = A(t) =
Xn(t)

���	
[
πT

(
1
2π φ′(t) − n

T

)] .5�6?0

���	 1
2πφ′(t) = p−nπ

πT �K p ∈ Z
∗

����� �<�������� ����� ������� ���� �� 	�� �K �� ������ �� ���� �� $����� ����� 2��+
$���	� ���� �� ����� ������(��� �� ���� �� 	�� �K ��� ��������� �������� ��� ����������
������ ������ �� �'���� �� 	�� �� ������ ������@��� ��� ���� �O� �� 	�� �����	������

����- ���!�	� �� �����	
����

�� 2��;��� �� ����������� �����	������� �������� %��$���	� ��� ��� 2��;��� ��	�����+
������ #� �����2����� �� &������ �������� ��� ����� ��	�������� ����������� ��2��� $��
�����F�� ��� 2���� ��P���	� ��� 	���������� ����� ������ �� 	'��< �� ���� �� ������ ���
������(�� ���	����� ��4���������� �� ������ 	�������� ��� �������� ������������� ����� 2�+
�;��� ��	���������� B �� S����������S �� �� �����2����� �� &������� �������� ��� �� 2������
�� ��	�����	� ��������� �����$�� ��� ����������� ���2���� ��� �	'����������

X(n, k + 1) = X(n, k) + x

(
k +

N + 1
2

)
e−2iπ n

N (k+ N+1
2 )

−x

(
k − N − 1

2

)
e−2iπ n

N (k−N−1
2 )

�� ���������� ���4�	��� �� �������(��� � �� �����2����� �� &������ 	������� �� �����
�� ���� ��	��� .x

(
k − N−1

2

)
0 �� �� �%������ �� ����� ������� .x

(
k + N+1

2

)
0� #� ���� �������

�������� �� �;�� ���������� ���	 ��� 2��;��� �� ����������� ��� ���2����� �� 2�������
��������� �� ����������� �� 	'�$�� ����� ���� �� ����� ������� �� �����2����� �� &��+
���� .m ∈ [k − N−1

2 ; k + N−1
2

]
0� 1�� ����� ����*	����� ����� ��� 2�	������� ������������

�� ��� ��� ��� ������� ���� �� 	���� �� 	� ���%��� "��� ����� ���� ������ ��� �<	��� �� �
��%� ��� ������� ���� ��� 2���� ��	������ ���	'� �� ���#! I5:J�

!��� ����� 	��� �� ��� �������� �������� ��� �4��� ��� ����� ��	�������� �� �����$����
�� ���+���������� �� �(�� ���	 �� *����� ���� ������ 	'�$�� ����� ������(�� �� ��
����+���������� 	��������� �� �� *������ �����+��� .	2� ��������'� 5�6�6 ��5C0�
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�� ���'��� ��	���� %��$���	� ������� ��� ����������� '���� �� ��� ������ ������(�� B
�� ����� ������	� n � ��� 2��$���	� 	������� fn = n

T �� ��� ������� ∆fn = 2
T � �����

������� ��� ������������ �� n� !��� 	������� 	����<��� 	���� ������� �� �� ���	�������
�� ��� ���2������ �� 2���� ��� ����(�� �� ��������� ��� ������ �� ������� ��������� �����
������ ������ 	������ ��������� �� 	��	��� ���	'����� ������ %��$���	� � �������� �����
�	'���� ���������

1�� ����� 2��$��������� �� ���	'���� ������(�� ����� %��$���	� 	���	������� ��� ���<
����� ���� B �� ������ �� �� ����� n �� �� �������� T �� �� 2��;��� ������(��� H�
�� ��������� ����� �� 2��$���	� 	������� fn = n

T �� �� ������� ∆fn = 2
T � �� ���� 	��

���< ����� ��� ������� $�� ���� ���'���� ��������� �� 2�R�� � ������� 	'����� �����
�������������� �� ��������

�� �������� 	������� � 	'����� �� 2��$���	� 	������� f �� �� ������� ∆f �� 	'�$�� ������
���� � �� ������� �� ������� �� n �� �� T 	��������������� H� ������� �������������� B

n =
2f
∆f

T =
2

∆f
.5�6A0

#� ���� �������� ��� m ∈ N ��� ������ �� ���	'����� �� �����$�� ����� ���< ��4����	��
��� ������� � �� ��������� ���	������ B

M �� ������ �� n ��� � ������ ��4������ �� ������ m �� �� ������
M �� ������ �� T ����� �� 2��	���� m�
H� ������ ���	 nm �� Tm ��� ���< ����� ���� 	���	�������$��� �� �� ����� m ��

���� 	���	�������� ��� ������ �� ���	'���� ������(�� ��� �� ������� (m,nm, Tm)� �� 	��
�����	����� �� ���	'���� �������� �� �������� �� ������ ∀m,nm = m �� Tm = T � H� ����
�� �;�� ������� 2�	������� �� ������������ �������'��$�� ��� ������ 2��$���������� ��
������ ∀m,nm = n B ���� �� ����� ��� Tm ������ �� 	������	���� �� 	���� �	'���� ���
��������� ���� ������<� ��
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��� ����������� ������ �� ���#! ���� ������������ ��� �� ���	��������� �������� ��
���	��������� 	�����$�� ���� �� ����������� ��� �<�� �����+2��$���	�+���������� �� ��2+
2����	� ����������� ������ ���� �� �������������� ��� 2��$���	��� "� �4��� �� ���	���������
	�����$�� ���������� ��� ���������� �� �� �������	� ����������� �� ������� 	����� ��	����
��� 	������ 2��$������� ��� �� ������ *�� �� ������� !��� �� 	�� �� #�&�� �� �������
�� �;�� ������ ����������� ����������� �� �� ��������� ��� ������ ���������������
�� 2��$���	� ������������ $�� ������ �� ������ ����������� �� �� 2��$���	� �� ������ �
����������� �� �� ����� 	����������

��� #$
����
��$
 �� �	%&

�� ��������� �� ������ �� ����� ������� B �� ���	 ����������������� ��� ���	�� �� 	��	���
�� �� ���	 �� ���������� �� ����'�$��� �� ���	 ����������������� ���������� ���� �� ������
���������� �� �� *���� 7�5� ������ �� ���� ��� �	'��������� �� ��� ��4������ ����� ����� ��
	��	���� �� ������ ����(��$�� �� ��� 	��������� ��������� ��� *������

�� ��	��� ���	� ���������� ���� �� ������ ��2������� �� �� *���� 7�5� ����(�� �� ������
��� � ������� ��������� 	����� ���� �� �� ������ ��� ������� � ���������� -��� 	'�$��
������� �� ������� �� �4�	��� ��� �#! ������ �������������� ���� *������ �����+����
���� ���� ������ ��� ���������� �� ��� 2��$���	�� ������������� 1� ��������� �� 2��$���	�
������ �� ��������� $�� ��� ������ �� �� ��	������� ���� H� �4�	��� ������� �� ���������
�� ��������� ��������� ��� ������������� �*� �� �������� ����2�������� ��� �����������
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"�*� ��� 	����	���� ����������� ������ �� ��������� �������� ��� �� ����� 	�������� ���
������� ���� ������� ����+�	'������������ �� ���	V����

�� ������� ���	 ���	� ���������� ��� 	������ 	������������ � 	'�$�� ������

��� "���'(����

�������� 	��R� �� 
������ �� �������� ���� �� 2���� ����� �����2�	� �� 	����)�� �������
� �� ����������� �� ������������� �� 	������ ������ �� ����� ���� .	2� *���� 7�70� �� ����
������� ���	�� �� 	��	�� �� ���=	'��� ��� ����������

���� 7�7 M ����.� 	� �-�
�����
� ���������

�� ������ W����� ������X ������ �� ����	������� �� *	'��� ��� � ����(���� �� ���	��+
��� �� �� ���� ��� ����	������ 	���	�������$���� � ����������� �� �� ������ W�#!X� �� ���	
W&��$���	( #	���X ����� �� 	'��< ����� ��� �	'���� 2��$��������� ��������� �������'��$��
�� ��<�� .��� ������ �������� �� ������ 2��$���	�� �� �������'��$�� ��+���� ����� ������
�%�������0� !��� 	'�$�� 	��� �� ������ ��� ������ ��� �%������� ��� ��� 2��$���	� �� ��2�+
���	� �� ��� ������ Fmin �� Fmax �������� �� ������ �� ������ ������������ �������������
	'����� ������� �� ��������� �� ������ ���� ��� ���� ����� �� ����� �� ��������� ��� 	����)��
��� �� ����� ��� W!(����	 ,����X� "�*� ��� ����� ���� �� *���� �����+��� �� ����+
���������� �� ���#! ���� �%�������� ���� �� ���	 W#����' &�����X� ��� ������ ������(��
�������� ��� ����� ���� �� ���	'���� 2��$��������� ���� �=	'��� �� ����	���������� ���� ��
������ W�'������X� �� ������ W#��	�������X ����� �		 � ��< ����� ���� �� ��������+
������ B ������ �� ���	'���� ����������� $�� ����+;��� �������� �� �������'��$��� ������
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�� ���������� �� ����'�$��� 1�� 2��� ��� ����� ���� �%������ ������������� ���� ���	��
������(�� �� ����(��� ��� W,1/X�

��� #$'���)���

�� 	�����<��� �� ���#! ��� �� O(N) .	2� ��������'� 5�7�6 ��:0� �'�	�� ��� ��	�+
������ �%����� ���� �� ������������� �� ������� � ��������� �� 	�O� �������� �� 	��������
������� �� �� 	�����<��� ����� ���	 �� O(N)� ����� �������� �� 	��	�� ��� �� � �����	�����
�� ���� ����� ��� ��������������� �����+2��$���	��

#�� �� ��	��+���������� �� �(�� -������ ��� 9CC
L3 ���	 957
� �� ������� �����
������(�� 	���� �� ��� �� #�&� ����� ��	���� �� ������ �	'���������� � 88 5CCL3 �����
����� ����� ��	���� ��� ������ -�������� 2�R��� ���� ������������� ���� ��������� ���
���2����	�� �� ������� B ���� �� ������ ���� �� ������� ���� ������ $�� 
������ ����+
�	'������������ �� ������ �� ���#! .��(������ 	�������� ���	�������0� ������������ ��+
�����'��$���
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	�
(��

�� 	'��� ��� �� ������ 	��������� ��� ����� 	��������� �� 2��$���	� �����������
��������� /��� ��������� ���� 	���� ������ �� ��� 	�������� � ������ ���� 	'��� ������������
�� 2��$���	� ����������� �� 	� 	'��� ���	���� ������������ ������������ [20L3 Y1VL3] ��
��� ������ �� ��������� ��� ��� 2��;��� �� L������ .	2� &����� 6�50�
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����� ��� 	'���� ��� ������������ ����� � C�9� �� ������� ��������������� %��$��� 5C���
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H� 	������� $�� ����������� ���	���� ��������� ��� ��	�������� ���������� ��� ��
2��$���	�� �� �������� �� �� 2��;��� ������(�� ��� ���������� �� �		����� �� �'���� ���
����� �������� ��� �������� �������� �� ���� ���� ������� ���� ��� ���������� 2��$����������
����$�� �� ����� �� 	'��� �������� �� 	�������� �����Z2��$���	� ��� �	� ����������$���

1� #�&� �� 	� ��� ��� ����������� ��� �� *���� 6�6� ������(�� ��� 2���� ��� ��� �����
	������ �� 9CCL3� �� ������� 5VL3� H� 	������� $�� �� 	���	� �� �������� �� �� ���������
2��$��������� ����� �� ����$�� �� ����� �� 	'��� �������� H� ����� 	�������� ��� �� �
����� ���	������ ������(�� ��� ��� 2��;��� ����� 2��� ��	���� ��� ������� �� 	��������
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/��� ����(���� �	� �� ��� 	������ �� ���< ������@��� �� 2��$���	�� ��������� ��
������ �������� ��� �� �(�� B

x(t) = sin(2πf0t) + a sin(2πf1t) .6�50

/��� ���� ����������� �� 	�� �K ��� ���������� ��� ������@��� ���� ��4�������� ��
a �= 1� /��� ��������� 	���� �<����� f0 = 440L3� f1 = 442.5L3 �� a = 0.7� �� �(�� ��
��� ��� �� ������� ����� ���R� 	���� ��� ������@�� ������� �� ���������� 1�� �	����
���� *�� ������ �� ����	��� ��� ��������� �� '�������
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���9	��

������(�� ��� ��� ����� 	������ �� 500Hz �� ������� 500Hz .	2� &����� 6�80 ������
��� ��	��������� � f1 − f0 = 2.5L3 ����� 0 �� −15�� ���� ����������� �� ����� 434 ��
441L3 ���� �� 2��$���	� ����������� .������� 1

8 ���0� ��� ��	��������� ��� ���< ����� ����
���� �� �'���� ����$�� a �� ������	'� �� 1� ����������� ��� ���������� �������� ��
��������� �� �� 2��$���	�� � �� ������ .a = 10� �� 2��$���	� ����������� ��� 	���������
����� � f1−f0

2 �� ����������� ����������� ����� ��	��������

��� ����������� ����������� �� �� 2��$���	� ���� �	� ��=������� ������ .2.5Hz0
���� ;��� ���R��� 	���� ��� ���������� �� ��� 	'��������� �� '������� �� #�&� ������
�� ��� ���������� 	���������� ���� ;��� �;�� ��� ��� �4��� �O� � ����������� ���	�����
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/��� �����2��������� �	� ������� �� ������(�� �� ����� ����� �� ���� ����������� � ���
���� ������� ���� I5CJ� /��� ��������� �� ����� �� �<������	� �� 	�� ����	��� $�� �������
�� ���� ����� �� �������� ���R�� ���� �� ��� �� �� ��4����	� ����� ��� �'���� ��������� ���
	�����������

��� ���� �������� ���� ��*��� ��� B

xϕ0(t) =
1
2
sin(2π(fc − fm)t) + sin(2πfct + ϕ0) +

1
2
sin(2π(fc + fm)t) .6�70

��� ���� 2�	������� �(��'��������� �� �� 	�������� ���	 ����� 2��$���	� 	������� ��
�� ���< 2��$���	�� ��%�	������ ��� �'���� ��������� ��� 2��$���	�� ��%�	����� ���� �������
������� ����� ��� �� ��������� �� �� ��������� �� �������� �� 2��	���� ��� ������� �� ��
�'��� �������� ϕ0 �� �� 2��$���	� 	��������
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��� ��������� �� ������	�� 2��� ������F��� �� ���� ����� �� 	���	� �� ������< �� ���
�� �� ������ �� �� �'��� �������� B ��� ��%��� �� ���<������	� ���R������ �� ��� 	���� ��
���� �� ���� ������< ����$�� ϕ0 ����� �� π

2 � 0� ��� ������� �<���$���� 	� �'���� ��
�� �����$���� $���� ��� ��� %��� �������� ���� ������< $�� ��� ��������� ����������
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P�	��� �� ���� �� ���������� .	2� *���� 6�90� H� ���� ����� �������� ��� �������� �
3���� �� ����������� ���� �� 	�� �� ��� �� ���� ������< .ϕ0 = 00 ����� $�� ���� �� ��� ��
����� ������< .ϕ0 = π

2 0� ����������� ����� 	������� ����� 0.7 �� 1�

������(�� � ��� 2���� ��� ��� ����� ����� �� ������� 1000Hz 	������ �� 1000Hz� ���
#�&� ������� ���� ϕ0 ∈ {0, π

6 , 2π
6 , π

2

}
���	 fc = 1000Hz �� fm = 70Hz ���� �����������

�����	�������� ��� ��� *����� 6�:� 6�>� 6�? �� 6�A� H� ���� ��������� ��'(���' �� �����
��� ��� ���������� ����������� �� ��������� � ����������� �� � �� 2��$���	� �������������
"� �4��� ��� ���������� �� 	�� ������< ���� �� ��� �� � ������< ���� 	���	�������$��� B
����������� ��� ��	��������� ��� 2���� .9C �� ���� ����������� �����������0 �� �� �������
��� ������ ������� � ���������� ���� ��� ���� ����� ������<� ��� ��	��������� ���� ����	���
���� ������ ��� �� ����� ������������ H� ���� ��������� �����$��� $�� �� 2��$���	� ���+
��������� ���� ϕ0 = 0 ������� �� $�� �� �������������� ����'�$�� ����� ��� ��	� �������
��< ������ �� ��������	�� ����� ��������	� ����+;��� ���� �� ������	� ����'�$������ ��
������� � ϕ0 ��� ������� ���	'�� �� 0�

����� ����(�� �� ����� ����� ������ �� ����������� �� 	�'����	� �������� ��� 	��+
�������� ����� ������ �� �'��� �������� ��� ��� 	�������� $�� ������ ��;��� �������� ��
���� �� ����� ����������� �� ���� 	���� �� 2��$���	� ����������� �� 2��� �� �� ����������
������� ����� ��������� �� ��� �� ;��� 2����� ���� �� 	�� ������� �� �� ��� �����$����� ��
������� ����������� ���������� �� ��� �'���� ��� �� ���� ����� ���������� ������������
���������� �� 2��$���	� �� ��������� ���������� �� ������ ��� �� � ������ �� ������ �	� ���
����� ���������� ������������ $�� �������� ;��� ������������ �� �� ��������� �� ���������
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/��� ����(���� �	� �� ��� ���� ����� 	����	���� ����������������� �� ����� �� �����
���� $�� ���� � ����������� 2������ -��	�� 
������� �� ����������� ��	$��� ������
.1��������� �� �������� �� 
�����0� �� ����� ���� ��� �� ���������� � ���	������ 	�������
������ � ������ �� ������ �� ������ �� 2�	���� �	����� �� ������ ���������� �� �����
���� ������ ��� 3���� 	������������ ��< ��4������� ������ �'�$�� 3��� ��� �		����� �
������ ���� ������� �*� ��������� ��� ���� ���	��� ����$���� �� 2������ �� ������ ���	
����	��������� ���+����������� ��� �� �������� ���� ��� �������� ��� ��� �		����� ����
����� ��� ��������� �� '������ ���� �� %���
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�� *���� 6�5C ������ ������(�� ������� � ������ ���� ���	��������� 	�����$��� N�����
	���������� ����	������ �� ����	'��� ��� ���� ��������� �� ���� ������ H� ��������� ��+
����� ��� ������ $������� �� 	���������� ��	���������

������(�� �� 	� ��� ��� �� #�&� ��� ����������� ��� �� *���� 6�55� "��� � ��� ��������
��� 59C ������ �� ������� 15Hz ���	 �� ����+*������ ������� 6 �� �� 2��$���	� �� 	������
15Hz�

H� �������� ���������� ��� ��2��������� �������� ����������� �������� ������� ����+
�������� �� ������� �� ���	������ 	���� �� ������ �� �������� �������� �� �� ������ ��
���� ��	���������� �� ����� �� ������ ��� �������� ��� �� � ���� ��*�� B �� �����$��
�� �����	����� $�� �� $����� �� ������� ����	���� ������ ���	 �� ������ ���������� ����
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	���� �� ����� ������� ������ �� 1200Hz� ��� ������� ���������� ��%� �������� ��� ��
���	��������� 	�����$��� ���� ���������� ����(������ �� ������� �� �� ��� �� �;�� ����
�� ��	�������	� �� 	'�$�� �������� "��� ��� ������������ �������� .��� ��� �	'���� �� ��0
���� ������������ ���2��� ��� ��	��������� �� � ��	��������
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	���

�� ��� ��� ������ �� %����� ��'������$�� 8 ��� ��� ��������� ������� �� ��$���	� ��
��	������ �� ���< ������� B �� ��� ��������� ����$�� ���������������� %��� ���	 ����	'��
���� ��� ��	��������� ������ $���� ����	'�� ����� ���� �� 	����	� ���	 �� 	�����

!��� �� ������ ����������� �� ��������� �� 2��$���	� 2����������� �� ��� �� ��� '����+
��$���� H� ������� ��������� ����	��� �� ����� ���� 	�������� ����	'�� 2��$�����������
�O ������������ ��< 	'�	� �� 	'������ 	����� �� ������

���� ��� ��	��������� ������� �� ����� �� ������� �� � ���������� 	�� �� �(�� �� 	'�+
�����Z����� ��� �� � ������� H� ���� ������F��� ��� 	���������� ����� ��� '������$���
���	�������� ���$��� B �� ������ ��� �������� �� �� 	���� $�� ����� ���������� ��� ��������
���� �������� �� ���� �� $����+'������$��� ���K ������������ ���� ���� ����� ������ ������
����	�� ����� ���< '������$��� �� ��� %���� �� 	���� ����� ����	��� ����� �������
$�� �� 	'������� 	�� 	���������� �� ������������ � ��� ������< ������������ ������ ���
������� �� ����� �� 	'������ �� � ���� ��������
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�� ��� ��� ���� ����������������� �4�	���� ��� ����� -������ ���� �� ,", ���������
���� �� 	���� �� ��� ������< �� 	���������� ���	����	�����$��� ���������������� ��� �<+
��;������ ������ � ���	����� ���<����� ������ � ��� 	'���� ���� ��� ��[������� 	����������
�� ������ ������� $���� 	��������

������(�� ��� �4�	���� ��� ��� ������ �� 400Hz .	2� *���� 6�580� H� ������� �����
	���������� 2��$���������� �������� B �� ����� �� �� ����� �� ��� ��+������ �� 7000Hz

�� ����� �� ���� ��� ���< ��������� .��� 2����������� �� �� ���<� �� '������$��0
�		����� �� ������� ������ H� �����$�� ��������� ��� W	'�	�X 	���	������� ��� �� ���������
�������� ��� ������ ��� ������� ��� ��� ����� 	������ �� �������� ������ ����	��� "�*�� ���
����� �� ����� ����3 ����� �		��� �� ����� [5000Hz; 7500Hz]� �� ��� ����������� �� ������
����� �� *����� �� �� ��������������� �� ������	���� ����� ��� 	���������� 2��$����������
�������� �� ��� ������ �� ����� ����3 ������ 1�� 	��������� ������� �� ����	'� � �� 2���
��� �� *����� �� ��� ��� 3��� ����	'� �����'���$�� $�� ���� �������� $����*�� �� 3��� ��
���$���� ��� �� ����� 	�������� !��� 	� 	�� �� *����� ��� ������ ��%�	����� ����	���� ��
	��������� ��������$�� ��������� $�� ���$�� �� ������ ������� � ����������� �� �� ������
"� �����	'�� ��� 3���� �������� .	'�	� �� ����� 	������� ���� ����� �<�����0 	���������
���� ������� ��� �� ���������������
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�� #�&� ��� ����� ���� �� ����� ������ ���� �� ������������ ����*	���� ����� ����
������� �������	����� �� � ������� �� ������ �� ��������� �� ���� ������� �����������
��� ��������� ������� ��� �� ���	��������� 	�����$��� ����� ������������ ��������� ����
������� ���� �������	'� ����������� �� ���	��������� B �� ������� ��� ����� ��� �
����������� ���	���� ����� ���� ������� ��� �� ��������������� ������	�� ��� �� ���	� *�
���������� ��� ���	����� 2��$��������� �������� ���� ���������� $������ ������� �� ������+
������ �� �� 2��$���	� ����������� �� ��� �� �������<������� ��� 2��$���	�� �� &�������
���=	�	��� �� �� ���������� ��� 	���������� �������� ����� ���� �� 	���� ���	����� 2��+
$���������� ������� ���� �� �� ����������� �� *����� ��� 	��=	����� �� ���#!� -�� ��������� ��
����������� ��� 	��	���� ��� �� �;�� ����	��� $�� ���� �� ���	��������� 	�����$��� ����
������ 	�������� ������ �� ������ ��\	� � ��� ����	������ ���	 �� 2��$���	� �����������
���� 2���� �� 	����� ����� $��� �� ����������� �� ������	����� �%�������� �� ����� �����+
������ ��� ����	� ��������� �� �����	����� ��� ��� ������������ ������$�� ��� �����������
�� ��� ��4������� 2����� �� ��	�������	� �� ����������� ��� 	���������� .��	�������	��
��	�������� �� ���������� �����������0� "�*�� �� #�&� ��� �� ������	� �� ������	� �� �����
����� $�� �� ������� ���	����� ����	���� �� �		����� �� ��4����	������ ����� 	����������
2��$���������� ����� �� 3���� ���������

H���� 	�� ������������� $����������� ��� ������� �� ���	��������� 	�����$��� �������
��� 	���	���� �� #�&� ������ ����������� �� �������< ����	���� ���������������� �� ��
��������������� ������ ������(�� �� ������ ������ 2��� ������F��� ��� ����������� �������+
���� �� �� 2��$���	� ���������� H� ���� ������� 	'��	'�� � ������ �� ���� � 	�� ����+
�������� �� �� ������ ���� �� ������� �� ���<������ ��� 	���������� ���� �� 	��������� ��
������ ����(��$�� ��������� �� �� ������	� �� ��������� ������� ������ 1� ��� �����;�� ��
	���� �����	'� ������ ���� �� ���� �������� ���	 �� ���	������ ��� ����� 	���� ����������
���<����� �� �� ���	������ �� �� ��������� ������� ���� ����� �		�������� ��� ������ $��
	����� ���� $�� �� �(�� �� ������2 ���R��� 	�������� ����������� �� ���� $�� ������ ��
$���� �<����� ��� ����� ���� ����� ���� �� 	�� ������������ ���� ���� ������������ ��
������� ����������� ��������� ��� ��� �������������� �����+2��$���	��
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!��� ����� �� ��� ��	'��$��� ���#! 	������� �� �� 	��	�� ��	����2 ��� 	'�$�� �����
$�� �� ������� ���� �� ���� �� ������ ��� ��� ������ �=	�	��� �� ������ �� �����
�� 	��	��� "��� �4�� ��������� �� �� ��������� ���� �� 	'��< ��� ������ 2��$����������
����� $�� ���� ���� ������� $�� ���� �'����$������ ;��� �%����� ����������������� "�*��
������	� ��������� ������ ����������� ��� ������������ �� 	'�$�� ���	 �� �������������
�������� ���	� ���� ���	�*$��� � �������	����� 	'������

#�������� �� ��'����

��� ����������� 	��������� ��� �� #�&� ���� ������������ ����� � 	����� �� �� �����2��+
��� �� &������ � 	���� ������ �� ����� 	������� 	����$���� � ������������� ����� 2��;���
��	���������� ������ ��� �����2����	�� ����� ��� ������ ��%�	����� �� �� �'���� �� ��
���$���� $�� ���� ;��� �;����� !� ����� ������ �� �� 2��;��� ������(�� �� ������� ��
����� ������� ����	������ ������ -�� ��������� �� ��� ��� ��� �������� ���� ��������� ��
����+�	'����������� �� ������ �� 	'�$�� ����� ����� ������(�� 	���� 	���� �� 	�� ����
����	��� �������� �� �� �&�� �*� ����������� �� 	�O� 	��	��������� H� �� ��������
	�������� ��� ��������� �� ������ �'����$�� �� ���< �� ����+�	'������������ 	�� �� ��+
������������ $�� �� ��	�������� ���$������ �� ���������� ����������� "��� ��	����������
����� �� ���+�	'������������ ���� $�� ���� ������ ���� 	��2����������� ��� ����������
����������� ��� ��������

"�����
��+��

�� 	���� �� 	���� ������ ��� ����� �� #�&� ��� ��� ������ ���� �� 	� $�� 	��	����
�� 	������	���� $�� �� %����*	����� �'����$�� �� ��� �������� �� 	���� ����� ������� ��
#�&� � ��� �����$�� � ��� ���� ���������� ��������� ���� ������(�� ����� ��� ���������
������������ �� ��������<� �� 	��	������ �� #�&� �� ����� ���	 ���� �� ���� ������	�����
�������������� ���� �� ������ �K ������� �� ���+�;�� ���� ��	��� ;��� ��������� ���������
�� �K ��� ������������ �������	����� ���� ���� $��� ����� �������

��� ����	����< ������ �� ������������� ��	'��$�� � �<������ ���� ��� ������������ ��
����+�	'������������ ����� ����(��� ������	� W���	 �� *�����X $�� ���� ����F��� ���������
���� �� ������� �	������� �� 	����	���� ����������� $�� �� ����� ��� 	����� �� ����+
*������� ������������� �� ������ ����(��$�� 	��%��������� �� ����+*������� ��� ������������
�� 3���+������� ���� �� ��� ������� �� ��	������ 2��$������� ���� *� �� ������� ��
�;�� �������� �� 2��;��� ������(��� �� ������ ��������� ����������� �� ������ ��� �;���
��%�	��2� ������(�� �� �� �������������� ���� �� 	'������� �� ���	 W�#!X� ���� ��������
��� �<����� ��� *����� ������2� �� ������� ����� ��� �������������� ���� ���	'� ��� ������<
����(��� ��� ����������

-���� ��� �����	������ �� #�&�� ��� �<������ ������� �	� �������� � ��������� �� �
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�����2������ ������(�� ��� ���� �� ����� ����� ����� 	��	������� �� �������� �� �� �;��
���� �� ������� ������� ��� ������������ ���� �������� ����������� �� ����$��� 
��� ��
����� ������� � �<������ �� ��������� �����	���2 �� #�&�� �� ������� ��� ������ ���������+
���� � �� ��	'��	'� � ���������������� ��� ����������� �� ������� ��� �� ���������� ���
��������� �� ������< �� ��(	'��	�����$�� ������ �� � ������

-��� ������������� ������� �� #�&� �� �� ��� �����	������ �����	��� ���� ��� ������
������� ��� ����������$��� �� ���	�����$�� �� ���� � �������� ��� ������ �� ����������+
���� ���� ���	'�� ��� �'���� ��� � �������� ,������� �� $������� ��'������� �������� ��
��2����	� ���� �� ���	��������� ���� �� ����� ���� ��������� ��� ���������������� #� �����
� ���� 	��	������ ������ �� ��������� ��	������� 	�� ������ �� ���� ������� ����� ������
�=	�	���� ��� ���� ��� ��� ����� ��� ��	���� $�� ��� ������� ��%�����'�� ��������� !���
�� 	�� �� #�&�� �� ����� �� 	����� �� �� �'��� �� ������ ������ ��� ����������� ����
������� �� 	��	��� �� ���	��������� �� 2���� ������F��� ��� �������� ������������ ��
������� %��$��������
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����������� �� ������ ���� x(t)� ��� 	��=	����� �� ���#! �� 	� ������ ��� ��� 2��;���
�� ����� T ���� ��*��� ��� B

X(n, t) =
1
T

∫ t+ T
2

t−T
2

x(u)e−2iπ n
T

udu .��50

!��K� ���<�������� ���	������ �<������ ���� 2���� ������$�� B

X(n, k) =
1
N

k+ N−1
2∑

l=k−N−1
2

x(l)e−2iπ n
N

l .��70

!��K�

X(n, k + 1) =
1
N

(k+1)+ N−1
2∑

l=(k+1)−N−1
2

x(l)e−2iπ n
N

l

= X(n, k) +
1
N

{
x
(
k − N − 1

2

)
e
−2iπ n

N

(
k−N−1

2

)

−x
(
k +

N − 1
2

+ 1
)
e
−2iπ n

N

(
k+ N−1

2
+1

)}

!��	� ��� ��4����	������ B

∆X(n, k) = X(n, k + 1) − X(n, k)

=
1
N

{
x
(
k +

N + 1
2

)
e−2iπ n

N (N+1
2 )

−x
(
k − N − 1

2

)
e2iπ n

N (N−1
2 )

}
e−2iπ n

N
k

���
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����
�
��� � ���� ��$�
�

H�

{
2π n

N
N−1

2 = nπ N−1
N ≈ nπ �� N � 1

2π n
N

N+1
2 = nπ N+1

N ≈ nπ �� N � 1
�� einπ = e−inπ = (−1)n

!��K �� �������� �������� �<������ ���� ��� 2���� �� � ������� $�� 	�������� �� ����
��� �������'��� �� 	��	�� �� ���#! B

∆X(n, k) =
(−1)n

N

{
x
(
k +

N + 1
2

)
− x

(
k − N − 1

2

)}
e−2iπ n

N
k .��60

������ 	���� �$������ ����� �� ��� �� ���	����������� ��� 	��=	����� �� ���#! ��
	���� �� ������ ���� ��� 2���� ��������� ��� 2��� ������ � ������ �� ������ �� �� � ���
	�O����� �� ����� �� 	��	���

-'(��$������� ∆X(n, k) ������ ���	��� � �� �������	��� �� N �� ������ x(k) �� ���+
������ �� ����� k�

�� ��� � �����$���� �� �;��� $�� ���� ���� ��	��������� �� ������ �������� � ������ ���
	��=	����� �� ���#! ��� ��� ����� ����� n� "� �4��� ����� � �� �������� ���	������ B

x
(
k +

N + 1
2

)
− x

(
k − N − 1

2

)
=

(−1)n

N
∆X(n, k) e−2iπ n

N
k ∀ k, n ∈ N

!� ����� �� ��� �������� �� 	��	���� ������ ��� ������ �� ���#! � ������ ����� ����� B

∆X(p, k) = ∆X(n, k) e−2iπ n−p
N

k

������ 	'�$�� ����� ������������ 	������� ����� ����2�������� 	������� ���� �� �������
���� �� �����$��� �� ����� ����������� ���� 	��	���� ���������� ��������� $���� �� ������
��� ��	'� �� 	���������� 2��$�����������

"���
����
 �
 � ����

������������ ��� ��������� ��������� B


X(n, k) = Xn,k eiθn,k = A + iB

∆X(n, k) = X(n, k + 1) − X(n, k) = ∆A + i∆B

∆x = x
(
k + N+1

2

)
− x

(
k − N−1

2

)
������ ����� � .��60 B

∆X(n, k) =
(−1)n

N
∆x e−2iπ n

N
k

=
(−1)n

N
∆x

{
cos

(
2π

n

N
k
)
− i sin

(
2π

n

N
k
)}

��
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!��K� 


∆A = (−1)n

N ∆x cos
(
2π n

N k
)

∆B = (−1)n+1

N ∆x sin
(
2π n

N k
)

!� �;��� {
A = Xn,k cos(θn,k)
B = Xn,k sin(θn,k)

!� �����

X(n, k + 1) = X(n, k) + ∆X(n, k)

= (A + ∆A) + i(B + ∆B)

= Xn,k+1 eiθn,k+1

���	

{
Xn,k+1 =

√
(A + ∆A)2 + (B + ∆B)2

θn,k+1 = arctan
(

B+∆B
A+∆A

)

�� �;��

{
Xn,k =

√
A2 + B2

θn,k = arctan
(

B
A

)
������

∆θn,k = θn,k+1 − θn,k

= arctan
(

B + ∆B

A + ∆A

)
− arctan

(
B

A

)

�� $�� ����� �� 5�������<�������� �������	'�� ��� B

∆θn,k ≈ ∆
(

arctan
(

B

A

))
=

1

1 +
(

B
A

2
) × ∆BA− B∆A

A2

	���� � ���� B

∆θn,k ≈ A∆B − B∆A

A2 + B2
=

(−1)n

N

∆x

Xn,k
sin

(
θn,k − 2π

n

N
k
)

.��80

������������� �� 	���� �������� ����� %����*�� ���� 1
N

∣∣∣ ∆x
Xn,k

∣∣∣	 1 	���� � ����� ���� $�� B

|∆x|
N

	 |Xn,k|

����� �������� ��� �������� ���� ����*�� $�� �� ������ ��� ���+�	'�����������

�
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�� 	�� ���
 ��,
�� ����

����������� �� ������ ���� x(t)� �� �� �����2����� �� &������ X(f) ��*��� 	����
.5�50 B

X(f) =
∫ +∞

−∞
x(t) e−i2πftdt = A(f) eiΦ(f) .��90

��� 	��=	����� ���#! �� 	� ������ ��� ��� 2��;��� �� ����� � ���� ��*��� ��� B

X(n, t) =
1
T

∫ t+ T
2

t−T
2

x(u) e−i2π n
T

u du .��:0

=
∫ +∞

−∞
1
T

∫ t+ T
2

t−T
2

x(u) e−i2πfudu δ
(
f − n

T

)
df .��>0

#��� B

X(n, t) =
∫ +∞

−∞

(
X(f) ∗ ���	(πfT ) e−i2πft

)
δ
(
f − n

T

)
df

���	 ���	(πfT ) = sin(πfT )
πfT

���K

X(n, t) =
∫ +∞

−∞
X(f ′) ���	

[
πT

(n

T
− f ′

)]
e−i2π( n

T
−f ′)t df ′ .��?0

	�� ��,
�� . ���) 
$'�$��
��� ��
��$/����� 0 ���
$'(
��
�
���1!�
���

����������� �� ������ B x(t) = A0 cos(2πf0t + ϕ0) + A1 cos(2πf1t + ϕ1)�
H� �� ������� ����� � 5�77� �� �& �� ������ ����(��$�� B

Xa(f) = A0 δ(f − f0) eiϕ0 + A1 δ(f − f1) eiϕ1 ∀f ≥ 0 .��A0

�� X(n, t) ��� ��������� ���	 X(n, t) = X0(n, t) + X1(n, t)� 	� $�� �����$�� ����� �
.5�780 B

X(n, t) = B0 ei[2π(f0− n
T )t+ϕ0] + B1 ei[2π(f1− n

T )t+ϕ1] .��5C0

avec

{
B0 = A0 ���	

[
πT

(
f0 − n

T

)]
B1 = A1 ���	

[
πT

(
f1 − n

T

)]
	� $�� ���	��� ��	��� ���� �� 2���� B X(n, t) = Xn(t) eiθn(t)

avec


 Xn(t) =

√
B2

0 + B2
1 + 2B0B1 cos

(
2π(f0 − f1)t + (ϕ0 − ϕ1)

)
θn(t) = arctan

[
B0 sin(2πf0t+ϕ0) + B1 sin(2πf1t+ϕ1)
B0 cos(2πf0t+ϕ0) + B1 cos(2πf1t+ϕ1)

]
− 2π n

T t
.��550
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����� ���	��������� �� �������� �� �'��� θn(t) ��� ������� �� ������ �� ���� ��
������� ��� ���������� �� �� 2��$���	� ����������� 	��������� ��� 2��$���	�� f0 �� f1�
����� $�� ��� ���������� B0 �� B1 B

fn(t) =
1
2π

θ′n(t) +
n

T

#��� B

fn(t) =
B2

0f0 + B2
1f1 + B0B1 (f0 + f1) cos

(
2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1

)
B2

0 + B2
1 + B0B1 cos

(
2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1

) .��570

/��� ������� ������� ����P���	� ����� 	��������� 2��$��������� ��� ������� �� ���+
������ |B0| >> |B1|�

!���� � .��550�

|X(n, t)|2 = B2
0

(
1 +

(
B1

B0

)2

+ 2
B1

B0
cos (2π (f0 − f1) t + ϕ0 − ϕ1)

)
.��560

���<�������� �� �� 2��$���	� ����������� �� ��� ���� �� 2���� B

fn(t) = f0

1 +
(

B1
B0

)2
f1

f0
+ B1

B0

(
1 + f1

f0

)
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

1 +
(

B1
B0

)2
+ B1

B0
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

.��580

"� ��������� �� ������������� ������ �� 1
1+x � ������� 7 �� C ���� x =

(
B1
B0

)2
+

B1
B0

cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)� 	� $�� ����� %����*� ���� �� 	�� �K |B0| >> |B1|� �� � B

fn(t) ≈ f0

{
1 +

(
B1

B0

)2 f1

f0
+

B1

B0

(
1 +

f1

f0

)
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

}

×
{

1 −
[(

B1

B0

)2

+
B1

B0
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

]

+

[(
B1

B0

)2

+
B1

B0
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

]2}

H� ��������� �� �� �� ����� $�� ��� �������	�� �� B1
B0

��2�������� � 2 B

fn(t) ≈ f1

(
1 +

(
B1

B0

)2( f1

2f0
− 1

)
+

B1

B0

f1

f0
cos (2π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

−
(

B1

B0

)2 f1

2f0
cos (4π(f0 − f1)t + ϕ0 − ϕ1)

)
.��590
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����� ����� � ��� �������� ��� ������ ���� .!"� #��� 7CC80�

2�� �������
����$
� �� ������
�� ��,$����'�� ��'��1������

�
��������� �� ��,
�� ����

��� ������< ������� ���� �� �;�� ��������� �� 	���� �� ���������� ��� ��� 2��+
$���	�� ������������ �� ������ ���� xt �� 7C8? �	'��������� ��� ������� ���������� ����
�	'���������� � 7VL3� 	� $�� �� ���� ������� ��� ��� ����� �� 5�C78��

��� ��������'�� 5�7 �� 5�6 ��� ��� �� ������	� 	�������� ���������� �� ���#! �*�
�� 	���	������� �� 	����������� �� ����� ���	���������� �������	����� �� #�&� � ���
������< �(��'���$��� �� ��2����	� �� ���� ��������� ��������� ��� ��4������ �'���� ���
�����$������ $�� ���� ���� ������ �� ������	�� �� 2��� �� ����� ��� ��� ��������� 	�����
�� ��� 	����$���� ������� ��� ����� 	���������� ���	 ��4������ ���	���������� �� ��+
2����	�� ��������� �������� �� ���� ��� 	���	�������$��� �� ��� ���������� ���� ������� �<+
������ I8J I?J�

���� �������� ��������� ��� ������ �� �����*	����� �� �� ��*������ �� $���$��� ���+
������� ���'�������� $�� ���� ���� ������ ���������� �� 	����������� B

M '������

� �
 ���
������
 6

y(t) = x(t − t0)e−i2πf0t ⇐⇒ ,�&y(t, f) = ,�&x(t − t0, f − f0) .��50

M '�
��������
 	� �-(
����� 6∫∫ +∞

−∞
,�&x(t′, f ′)dt′df ′ =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt .��70

���� ������� $�� �� 2��	���� ��������@�� �� �� ,�& ���� ���������

�E
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M $��������( 6

,�&x(t, f) ≥ 0 ∀ t, f ∈ R .��60

�� ���	��������� �� ��2����	� ��� ������� �� #�&� ����� ���� �O� �� ���	���������
�� &������ ��*�� 	���� �� ������ �� 	���� �� �� �&�� �� ������ B

S(t, f) =
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
x(τ)h∗(t − τ)e−2iπfτdτ

∣∣∣∣
2

.��80

H� ���� ������� $�� ��� ���������� $�� ���� �� 	���� �������������� $�������$�� ����
I8J B

M �� 	�������	� ��� ����������� ���� �� ���� �����+2��$���	�
M �� 	����������� �� ��������� ���� ������� $�� h ���� ��������� �����
M �� ����������

!������� ��������������� ����������� ����������� ����� � �� 	����� �� ��'�� ���� ����
�������� ���������� ������������� 	���� �� ��	��������� ���2���� ��� 	'����� H� ���������+
���� �� �����	����� � �� !����������� �� G�����+����� .G�0 �� � ��� ���������

,�������� ���� ��*������ �����	���� I?J B

M 7����������
 	� <��
���=���� 6

G�(t, f) =
∫ +∞

−∞
x(t +

τ

2
) x∗(t − τ

2
) e−i2πfτdτ .��90

M 7����������
 	� ����	� <��
���=���� 6

-G�(t, f) =
∫ +∞

−∞
h(τ) x(t +

τ

2
) x∗(t − τ

2
) e−i2πfτdτ .��:0

M 7����������
 	� ����	� <��
���=���� ����(� 6

#-G�(t, f) =
∫ +∞

−∞
h(τ)

∫ +∞

−∞
g(s − t) x(t +

τ

2
) x∗(t − τ

2
)ds e−i2πfτdτ .��>0

M 7����������
 	� ����	� <��
���=���� ����(� �� �(�����(� ��
 ����� �� ��(���

�� 6 I>J

,#-G�(t, f) =
∫∫ +∞

−∞
#-G�(t, f ; g, h) δ

(
t′ − t̂(x; t, f)

)
δ
(
f ′ − f̂(x; t, f)

)
dt df

.��?0

���	




t̂(x; t, f) = t − ����(t,f ;τg ,h)
2π ����(t,f ;g,h)

f̂(x; t, f) = f − i
����(t,f ;g, dh(t)

dt
)

2π ����(t,f ;g,h)

E
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��� ������������� ���������� ���	��������� ������ G� �� ������ G� ������� 	�����+
����� � �������������� �� �� ���������� ��� ��������������� �� �� !G�� ���������� $�����
$�� ���� �������	'� �������� ����������� �� *������ �������� � �������� ��� 	����������
�����2����������� �� ������� �� 	����������� ��� ��� ���������� �� �� ���������� ���� ��
���� �����+2��$���	�� 1�� 2�R�� ����������� �� ���������� ��� ��������������� $�������$���
��� �� �����$��� $�� ����2�������� �� �'��� �������� � �� ������������ ����+%�	���� ���
������� �������������� �������� �� 5A>: ��� ]������ 
������ �� �� ��������(� ���� ��+
2������� ��	������ ��� ����� �� &������� I8JI>J� 	������� ����� � ������� �� 	�����
	���� ��2�������� ���� �� ������� � �������� ��� ������������ ���������� ����� ���������
�������� ���������� �� ��	������ ��������� �� ���	��������� �� ��������� �� �� ��� ��
2��$���	� ������������

!� ����� �� ���� ������� $�� �� ���	����� �� ������	����� �������� $���$��� ����������
������������� �� �� 	����� �� ��'��� "� �4��� ��� ��������������� �������� ���� 	����������
��� ����������� ���� �� ���� �����+2��$���	� �� 	��������� ���������� "���� ����������
����� ��� ��	��������� ���2���� ��� ����������� �� 2��$���	� ��������� �� ��� �����������
	� $�� ����� ��� ��������� ����3 ���� �� ��	'��	'��� ����� ��;��� ������� � ���������� ���
��������������� �� �� 	����� �� ��'��� �� ���'��� �� ������	����� � ��� �������� ���� ��
��� ����������� ��� ���������� �� ��	��������� �� ���	����������

!��� ����� ����� 	����������� ���� ����� 	'���� �� 	��������� �� ������	����� ��
���	��������� �� �� �� ������������ �� ������ G� ������� �*� ��������� ��� ���������+
����� 	�������������� ��� �� ������	����� �����+2��$���	�� �� ������ �� ��2���� � I>J ��
I5>J�

/���
 ���� 
 ���
 ��
 �� ���� � �
��

������� 	���������� ����� 2�F�� ��\	� � �� ������< S�����+&��$���	�S ��� 
������
���������� ��� &���R��� ������ -����	V &�������� -���� 
��R��� � �� H������ ��������
"��� ��� �� ������ ��� �������'��� �����+2��$���	� �=	�	�� �� ������ ��������� ����+
���	����� �� ����	��� �� �� ������	������

-��� ������*�� �� '����������� �������� ���� ����� 	��� �� ������ ���� $�� ��� 	��+
������� ���	 ��� ��4������ �������'��� �����+2��$���	� ��� �� ������� �� ������� ���
	�������� ���� �������� �� ������< ������� �� ��2����	�� ���� �������� ��� �� �������
�����+2��$���	�� �� ���� ��� 	���	�������$��� ���� ���2�������� 	������ B

M ��� ��
���9	� ��*��� ��� B x1(t) = cos(2π 0.8 t)�

M �� 
���� ��
(���� ��	�������� ��*�� ��� B x2(t) = Re
[
ei2π(a0t+

a1t2

2
)

]
���	 a0 �� a1

	'����� ���� $�� �� ������ 	�����	� � �� 2��$���	� ������� f̃ = 0.2 �� *����� �
f̃ = 0.05�

E�
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���� ��5 M ;(��������
 �	(��� 	� ���
�� ���� xt(k) 	�
� �� ���
 ��������(���

� ���� f̃

����
� 	� * % *�/,

M �� 
���� ���	������� 	�������� ��*�� ��� B x3(t) = Re
[
ei2π(a0t+

a1t2

2
+

a2t3

3
)

]
���	 a0

�� a1 	'����� ���� $�� �� ������ ����� ��� ��� 2��$���	�� ����������� 0.05, 0.2, 0.22
�� ��� ����� �����	�������

��� ������< ������� ���� �� �;�� ��������� �� 	���� �� ���������� ��� ��� 2��$���	��
������������ �� ������ ���� xt �� 7C8? �	'��������� ��� ������� ���������� 	� $�� �� ����
������� ��� ��� ����� �� 5�C78� ���	 ��� 2��$���	� ���	'������������ �� 7VL3�

�� *���� ��5 ������ �� ����������� �� xt ���� �� ���� �����+2��$���	�� �*� �� 	��+
����� �� ����< ��� ,�& ����� ������ �� ���������� ����������� ��� ������ �����2���������
��������� ��� ������	����� ����� ��� 	���������� ������� ��� ��� 2��$���	�� ��������� ��
	����� ������� ��� ��� 2��$���	�� ���������� ���� ����� 	'���� ���4�	���� ��� 	��	��� ���
���	���������� � ������ �� ������ ����(��$�� �� xt� ����������� ��� ����������� �� ��	�+
��� .��0� ��� 	������ �� ��������� ���� .$���� ����� ���� ����������0 ������������ �� ,�&
������ �� ������ xt�

������(�� �������� �� 	�� ��4������� ,�& ������ �� 	����� ���������� �������;� ��
	'�	��� �������� H� 	������� $�� ��� �������� 3���� �� 	���������� ��� ������< ������+
������ ������� �� ��=	���� ���������� ��� ,�&� ������� 	���	�������� ��� ��� ��	���������
��	�����

���� ������� �� #�&� .*���� ��70 ����� ��� �������������� ������ �� �� � ���	'�
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���� ��7 M ���� 	� xt�

�� �� �������������� ������ �� xt .*���� ��50� �� ��������� ���2���� �� ����� �	��� ���	 ��
����������� �'����$��� �� 	��2��� ������ ��� ��������

�� ���	��������� .*���� ��60 ����� ��� �������������� �����<������� �� xt ����
�� ���� �����+2��$���	�� �� � ��������� ����	��� �� ��� � ����	��� �� ������ �����
2��$���	� �� 	'��� $�������$���

�� ������������ �� G�����+����� .*���� ��90 ��� �� ������	� ��� ��������� �� ������
�������2����	� $�� �;���� 	��������������� �� ���������� �� �� ,�&� -�� 	������ ���� ������
��� �<	������� ��	��������� ��� 	'���� ���� ������� �� 	����F��� � ������ �� 	�����������
�� ������ ������ �� ��� ���������� �� �(������ ��� �����2����	��� �� ������������ �� ������
G� .*���� ��:0 ������� ����������� ��� ������ �����2��������� �� �� ������� �4�	��� ��+
����� .*���� ��>0 ������ �� ��� 2���� �������F��� �� $����+��������� �� ���������� ��� ���	
��������� �� ���< ����� ����� �� ��	���������� �� ���	����� ���� ���� �� �;��� �����<���+
�������� �� ������ �� 	���� �� ���	���������� �� ����� �� 	��	�� �������� ����$������
���	 �� ������ �� 	����	����� �����$���� � �� ������������ �� G��

�� ������	����� �� ����� �� �� 2��$���	� �� ���	��������� .*���� ��8 E��0 ��
�� �� ������������ �� ������ G� ������ .*���� ��?0 �������� �� ���������� ��� ,�& ��
���� �� 	��	����� �� ��4����	� �������� ����� ��� ���< ��������������� ������ ��� 	������
��� P������� ����� $�� �� 	�O� 	��	�������� ����� ���� 2�	���� 7 ����� �� ���	���������
�� �� ������������ �� G� .	2� ������� ��70� ����� ����� �� ������ ��� ���������� �� ����
����������� 	�� �� ������ 2�	������� � ��������� ������� �� 	��	�� ��� �� -8 7�8
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���� ��5 M ������� �(
���������� 	� 	������� ������(�(� ����(�������� 	� ���� 	�� 	�#(�

��
��� ;�� (��	�(��

$�� ������� 	��������������� ��� ������� �������	������ "� �4��� ���� 	� 	��� �� �����
��� ����������� ��� �<������ ���������� �� ���'��� �� ������	����� ��� ��� ������< �����
	��������� ��� �������� ���	'����������

������ �� �����$�� $�� �� #�&� ���� �� ��� �<	������� ���������� �;�� �� ���� ����
�������� �� ������ �	���� ���	 �� �������������� �'����$��� �� 	��� ���	 �� 	�O� 	��	��������
2������ ���� 	������ ������ ���	 �� ���'��� �� ������	������ ����	��������� �����2����
����� �� 	'��< ����	�� �� ������� ������$��� ��� ����� ���� �� #�&�� 1� �������� 	�������
��� ��� 	������ �� ����������� �� �������������� �� ����������������� ���	 ���	����� $���4��
�� �������������� �� ����� ���������� �� #�&� ���� ����� �� ����������� �� 	��	���� �� ���
����� ������������ �� ,�& ���� ������ ������ ��� �� �� � ����� ������ ���	'����������
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!��� �� ��� �� ������ �� ���������� �� ����� ��� ��4������� ,�& ���������� 	�+�������
�� �;�� ����� ����	 �������� ������2 � ��� �%���� � 	'�$�� �������� ����(�� �� ������
xt� �� ������� ������ ��� ����� .RSBdB0 ��� ������ � ������ �� �� 2������ ������$��
�������� B

RSBdB = 10 log10

(
1
N

∑N−1
k=0 x2

t (k)
σ2

b

)
.��A0

σ2
b ������������ �� �������	� �� ����� ����	�

�� #�&� .*���� ��A0 ����	�� ������	������ ��� ����� 	���������� 	�������� ���� ��
������ xt �� 	�� ������ �� ����� $�� ��� �� �� ��� ��� ��	��������� ������ �� �� ������ �'��+
��$��� �� ���	��������� .*���� ��5C0 ��� 	������ ����� ��� ,�& �� � ������� $�� ����
�� ��	���� �� ������� �� � ��=	��� �� �� � ��	�������� ��� ������ �������2����	� �%����� ��
����� ��������� ������� �� �������������� �� �� !G� .*���� ��570 �� �� �� ������������ ��
������ G� .*���� ��560 $�������� ����������������� ������� �� ���� �� ������� ��� ����+
2��������� � ������ ��� �� 	���������� �� ������� -�� 	������ �� ������� �� �� ������������
�� ������ G� .*���� ��580 ������ ��� ��	���� ����	��� ���� *���� $�� �� ���	���+
������ �� ���� �������� $�� �� !G�� "�*� �� ������	����� �� ����� �� �� 2��$���	� ��
���	��������� .*���� ��550 �������� �� ���������� �� ������������������ �� 	����+	�� ��	� ��
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.*���� ��50�

�� #�&� �� ��� �� ���	 ;��� ����3 ������� �� ����� ����	 	������ ��< ������ ,�&�
�� ���������� �� �� ������������ �� G� ��������� �� �� #�&� ���������� ��� ������������ 	�
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1� ����� �� ��������� ������� �		���� ���� ��� �	���� �������� ��� ,�& ����� ��� ��2+
*	����� �����$��� ����� � ������������ �� 	�� ���������������� �� �� �����	����� �� ������
�� 	��	�� ������� ���'�����2 $�������� ������(�� �����+2��$���	� ���� ������ ��� S����S�

-��� ������ �� ������ � 	� ����� ��� �� ��	���� ���< �����	'��� 1�� ����� �� ����
� ������� �� ��������	� ��� 	��	���� �� ��� ��	���� 	������� �� ������������ ��	������ ���
,�&� /��� ������� �����$��� � � � ������� $�� �� #�&� ������� 	�� ���< �������� "�
�4��� �� 	��	�� ��� 	��=	����� �� ���#! � ������ ����� 2��;��� ��	����������� �� 2��� ��
�� �(������ �����	��� ��� ������ ���� ������� ��� �������� �� ��	�����	� ������ .5�590
���������� ��������� �� 2��$���	� ����������� ���	 ��� 2����� 	�����<��� �� 	��	���

1� ����R� �� �� �����$����� �=	�	��� ��� �������'��� ��	����2� ���� �� 	��	�� ���
,�& ��� ���������� ���� I5:J�
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���=	�	��� �� 	'�	�� ��� �������'��� �����+2��$���	� ��� ������� �� ��(�� �� 	��+
	��� �� 	�����<����� -�� ���	� ��'����������� �� 	'������ ���� 	'�	�� ��� 	�� $�� ��������
��� 2��;��� ��	���������� ���� �� �������� 	��������� � ��� �������	� �� 7� �*� �� ���+
������ ������� ������� �� �� �����2����� �� &������ ,����� .�&,0 ����$�� 	��� ���
���������

����� ������������ �� �� �&�� X(k, n/N) ���� n = 0, . . . , N − 1� ������� �� �� �&,
���� ������ �� N �	'���������� -�� 	����$����� �� 	��	�� �� �� �&�� ��	������ N log2(N)
��������� 	�����<�� Ac �� N

2 log2 N ��������	������ 	�����<�� Mc � 	'�$�� ��������
�*� �� ������� 	������� 	�� ��������� ����� ��<� �� ��� ������������� �� 	�������� ���
���������� 	�����<�� �� ���������� �������� -��� 	���� �� ���� �����$��� $����� ����+
���� 	�����<� Ac 2��� ���������� ���< ��������� ������� Ar �� $����� �������� 	�����<�
Mc ��$����� $����� ��������	������ ������� Mr �� ���< ��������� �������� H� � ����� ��
	�����������	� ��������I59J B

{
Ac = 2Ar

Mc = 4Mr + 2Ar
.��5C0

!��	� �� 	��	�� ����	� �� �� �&�� ��	������� ���� ��� 2��;��� ��	����������� � 	'�$��
�������� �� ������ ������������ ������� ������� B

�&�� ⇒
{

Ar = 3N log2(N)
Mc = 2N log2(N)

.��550

!� ����� ���	 �� �;�� ������������ $�� ���	��������� �� ������ $�� �� ������������
�� ������ G� ������ �� ��������� ��	������� ���� ��� 2��;��� ��	����������� � 	'�$��
�������� �� ������ ������������ ������� ������� I5:J B

,#-G� ⇒
{

Ar = 9L log2(L) + (12M + 11)L
Mc = 6L log2(L) + (8M + 15)L

.��570

�K ��� ����+�������� ��� 2��;���� h �� g �� ������� �������� �� 2��$������� ���� ������
�����	�������� M �� L� �� 2��;��� g ��� �������� � ������� 	�����<����

H� ���� �����$��� $�� 	�� ���< ������������� ������ ��� ��� �������'��� �������
���� �� 	�����<��� �� O(N log2(N))� 1�� ����������� �� �������� �� 	�����<��� �� 	��	��
��� �� 	��������� ��� 2����� ��	������� 	�������������� ��< �<��������� ���	�������� H�
������ I5:J� $�� ���� ���� ��������� ��� 	�����<��� ��������� ��������� ���� �� 	�� ��
���<�������� ��	������ �� �� �&���

#� �� ����������� ���������� � ������� �� �� 	�����<��� �� ���#!� �� �����$�� ����� �

����� ���� �� �	
���
 �� ������ �� �����
�� � ���� �� ���� ���
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�"#� 8CC .65 ��Z�����0

3*40 5 ?CC

*40 7 6CC

��
��
��
 ��
 7 >CC

�3*40 AC CCC

��
��
��
 ��
 
� ����� 5CC CCC

�3*40 
� ����� 7CC CCC

���� ��7 M ������� 
��������� ��� �� ����� 	� 
��
��" �
 ��" 	�� 	�#(��
�� �����������

��������(���

� 
�
��	(�(��

.5�590 $�� ��� 	��=	���� �� ���#! ������� ���	���� ���� �� 2���� ��	������ �������� B

X(n, k + 1) = X(n, k) + ∆X(n, k)

=
{

x
(
k +

N + 1
2

)
− x

(
k − N − 1

2

)} (−1)n

N
e−2iπ n

N
k

������ �� �� ������ $�� �� 	�����<��� �� 	��	�� �� X(n, k) ��� �������� .O(N)0�
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�*� $�� ������(�� �� �� �������������� �� ������	'��� �� �� ���	������� ��� ���+
�� �� �����<������� 	������� � �������� ��� �	'���� 2��$��������� ���� �� ����������� ���
2��$���	�� 	�������� �� ��� �������� ��� ������ ��� �������'��$��� /��� ������ �������
$�� 	��� �����$�� �� �(�� �� � Tm �������� �� nm = n 	�������� /��� ������� �������
	������ 	'����� �� ����������� ��� �������

��� ������� ��������� �� ����� �� ���� ��� ��������� B

M ��� ����(�� ����� fmin �� fmax�
M ��� ���	����� �� ��2����	� ∆fref ���� ��� 2��$���	� �� ��2����	� fref �
M ��� ������������ �������'��$�� ��� 2��$���	���

�� ����	��� �� ������������ �������'��$�� ��� 2��$���	�� �� ������� ��� �� ��������
�������� B ���� ��� 2��$���	� f = αfref ������� �� ������� �� ����� ����	��� ��� ∆f =
α∆fref �

!��K n
T = α

nref

Tref
�� 2

T = α 2
Tref

���� n = nref �

n ��� ���	 ��� 	�������� $����� $�� ���� �� ������ ���	 n = f
∆f � �� ����� m ��� �����

	���	������� ��� ��� 2��$���	� 	������� fm = n
Tm

�� ��� ������� �� ����� ∆fm = 2
Tm

� �K
Tm ��� �� �������� �� �� 2��;��� ������(���

#�� #$
����
��$
 �� ���
����� �$,�����'����

�� ������ �� 	��������� ��� ����� �� ������ m� H� *<� ������� n B �� ������ �'����$��
��� fref

∆fref
���� n ���� ;��� ������� 	� $�� ������� � ������� �� ������ ���������� �� 	����

������� H� � ���	 n = ceil( fref

∆fref
)� �� ����� � 	��������� �� ����� ��� Tm� "� ������$���
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	��� ������� � 	��������� �� ����� ��� Nm = TmFs $�� ������� ���������� 	�������� .Nasd0�
/��� ������� �� 	����� ��� ���< 	���������� B
M Nm ∈ N .	��������� ���� �� 	��	�� ������$��0
M fm+1 − fm < ∆fm+1−∆fm

2 .	��������� �� ��	��������� ��� ������0
�� 	'��< ���� m = 0 ��������� �� 	���������� $�� fmin ���� ���������� � �� ����� ��

����� B

f0 − ∆f0

2
≤ fmin < f0 +

∆f0

2
.��50

��

n
Fs

N0
− Fs

N0
≤ fmin < n

Fs

N0
− Fs

N0
.��70

��

(n − 1)
Fs

fmin
≤ N0 < (n + 1)

Fs

fmin
.��60

N0 =
⌊

nFs
fmin

⌋
	�������� �K �x� ������� �� ������ ���� �� �� x�

������������ Nm+1 � ������ �� Nm� �� 	��������� �� ��	��������� ������

fm+1 − fm <
∆fm+1 + ∆fm

2
.��80

��
nFs

Nm+1
− nFs

Nm
<

Fs

Nm+1
+

Fs

Nm
.��90

����

Nm+1 >
n − 1
n + 1

Nm .��:0

H� ���� ���	 	'����� Nm+1 ���� ������������
[⌈

n−1
n+1Nm

⌉
;Nm

[
�K �x� ������� �� ������

���������� �� x� "� ����� �� �����<�������� �� ������ Nm+1 = n
n+1Nm 	�������� "���

�� ����� �� ������ �� ������������ ���	������ �� 	'��< �� Nm+1 ���� ����� �� ����$��

������������
[⌈

n−1
n+1Nm

⌉
;Nm

[
�� 	������� ��� ��������� ��	� ���� ;��� �� 	�� � � $�� Nm−

Nm+1 < 1 B

m >

ln( n+1⌊
nFs

Fmin

⌋ )
ln( n

n+1)
.��>0

1�� ����������� �������� ��� ������ ��� ���	 ��*��� ��� Nm =
⌈
( n

n+1)mN0

⌉
�� N0 =⌊

nFs
fmin

⌋
� ��� 2��$���	�� 	�������� ����	���� ���� fm = nFs

�( n
n+1

)mN0� � !���� � 	� $�� ����

������ �� ����� 	���� ����������� ��� ������� %��$��� ��� 	������� 2��$���	�� �� 	�������
���	 �� ����*�� $�� fmax ��� ���� �� ������� �� ���������
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θ(t) �'��� �����������
A(t) ��������� �����������

fi(n, t) 2��$���	� ����������� 	��	���� ���� �� ����� n

fi(t) 2��$���	� �����������
T ����� �� �� 2��;��� ������(��

x(∗) ������ .	������ .t0 �� ���	��� .k00
X(∗) �& �� �&! �� x

X(∗, ∗) 	��=	����� �� ���#! �� x

xa(∗) ������ ����(��$�� 	������������ � x

Xa(∗) �& �� �&! �� xa

Xh(∗, ∗) �&�� �� x ���	 �� 2��;��� �� ����������� h

���{∗} �������� �� ∗
��{∗} ������ ���������� �� ∗
,�{∗} ������ ������ �� ∗

,�&∗(t, f) �������������� �����+2��$���	� �� ∗
⊗ ������� �� 	����������
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 ��� +����!��� �� ��� ����'(����

M ����	�������$��� �� ������ B x� FS� Lsig�
M -���� ���� �� ������(�� B Nasdm � nm� m�
M -���� ���� �� ����+���������� B �+;:�+>?7� $+��:@��?�:;@� � �

&
����������$
� �� 
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M #���	���� ��� ������� �� ������ .nm(m)0 �� �� �� ������� �� �� 2��;��� ����	��� ��
������ ���	'��������� .Nasdm(m)0

M ���	�� �� ������ �� ������ ����	�������� .Nbband0
M ���	�� �� �� �������� .Lsegin0 �� �� ������ .Nbseg0 �� ��������
M ���	�� ��� 2��$���	�� ������� ����� ��� ������ ������(�� .freq lim0
M ���	�� �� �� ������� ��<����� �� �� 2��;��� ������(�� .Nasdmax0
M ���	�� �� �� �������� .Lsegout0 ��� ��	����� 	�������� ��� ��	������� ∆Sn,k
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5� ���	�� �� �� 	�������� ���� 	'�$�� ����� � B

cst(m) = −i2π
nm(m)

Nasdm(m)
."�50

7� ���	�� ��� ������� ��������� �� Sn,k B

Sinitn,k
(m) =

1
Nasdm(m)

Nasdm (m)∑
k=1

x(k) e
cst(m)

(k−1)
Nasdm

(m)

=
1

Nasdm(m)

Nasdm (m)∑
k=1

x(k) e
−i2π

(k−1) nm(m)
Nasdm

(m)

=
1

Nasdm(m)
TFD

[
x(1 : Nasdm(m))

]
."�70

6� -��� 	'�$�� ������� B

.�0 ���	�� ��� ����	�� 	������������� ��< �������� .nseg0

.�0 .2�	������20 ���	�� �� ������ ����(��$�� ��� �� �����2����� ��L������

.	0 ���	�� �� �� �������	���� B

segexp =

(
xe(m,k)

)
Nbband× Lsegin

."�60

���	 B

xe(m,k) = x(k) ecst(m) ."�80

= x(k) e
−i2π

nm(m)
Nasdm

(m)

.�0 ���	�� ��� ��	������� ��� 	��=	����� �#! B

∆Sn,k =

(
∆Sn,k(m,k)

)
Nbband× Lsegout

."�90
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∆Sn,k(m,k) = xe(m,k + Nasdm(m)) − xe(m,k) ."�:0

.�0 ���	�� ��� 	��=	����� �#! ��� *������� ����� �� *���� B F (z) = 1
1−z−1 �

������

Sn,k =

( (
Sinitn,k

)
Nbband× 1

(
Sn,k(m,K)

)
Nbband× Lsegout−1

)
."�>0

���	 B

Sn,k(m,K) = Sinitn,k
(m) +

K∑
k=Nasdm(m)+1

∆Sn,k(m,k) ."�?0

.20 
��� � %��� �� Sinitn,k
B

Sinitn,k
= ST

n,k(end) ∀ m ."�A0

.�0 #���������� �� ������� ����� �� Sn,k ���� ������ �� ��������	� B

Sn,k =

(
Sn,k(m,K)

)
Nbband× Lsegout

."�5C0

.'0 ���	�� �� |Sn,k|

.�0 ���	�� ��� ��	������� �� �'��� B

∆θn,k =
An,k∆Bn,k − Bn,k∆An,k

A2
n,k + B2

n,k

."�550

���	 Sn,k ���	��� ���� �� 2���� B

Sn,k = An,k + iBn,k ."�570

.%0 .2�	������20 ������� ��� ��	������� �� �'���
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.V0 "��������� �� �� �'��� ����������� .θn,k0 ����� $�� B

θn,k(m,k) =

{
∆θn,k(m, 1) si k = 1
θn,k(m,k − 1) si k ∈ [2;Lsegout]

."�560

.����� 
����(�0

.�0 "��������� �� �� 2��$���	� ����������� .finst0 ��� $�� B

finst(m,k) =
(

1
2π

∆θn,k(m,k) +
nm(m)

Nasdm(m)

)
.FS ."�580

.�0 #���������� �� ����2�������� '��� �� �� ����� ������(��

.�0 #���������� �� ����2�������� �� ������� �� ����� .�+;:�+>?70

.�0 "��������� �� ����������� ����������� .A0 ��� $�� B

A(m,k) =
|Sn,k|

���	
[(

finst(m,k) − nm(m)
Nasdm (m) FS

)
× Nasdm(m)

FS

] ."�590

.�0 #��������� ��� ��������� ����	������

8� ,�	����������� ��� ��������
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